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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
΢κοπόσ τθσ εργαςίασ είναι θ μελζτθ των ειδικϊν ςυναρτιςεων Bessel κακϊσ και των 
ιδιοτιτων τουσ. 
 ΢το πρϊτο κεφάλαιο αναφζρονται οι ςυναρτιςεισ Bessel  πρϊτου είδουσ κακϊσ και 
θ εφρεςθ τθσ λφςθσ τθσ ςτισ περιπτϊςεισ αρνθτικισ και μθ αρνθτικισ τάξθσ, ενϊ ςτο 
δεφτερο κεφάλαιο αναφζρονται οι ςυναρτιςεισ Bessel  δεφτερου είδουσ. 
΢το τρίτο κεφάλαιο αναφζρονται οι ιδιότθτεσ των ςυναρτιςεων Bessel (και οι 
αποδείξεισ τουσ): οι αναγωγικοί και αςυμπτωτικοί τφποι, οι ρίηεσ των ςυναρτιςεων 
Bessel, θ παραμετρικι μορφι τουσ, θ ορκογωνιότθτα τουσ και οι ςειρζσ Fourier-
Bessel. 
΢το τζταρτο κεφάλαιο αναφζρεται θ εφαρμογι των ςυναρτιςεων Bessel ςτο 
φυςικό πρόβλθμα τθσ ταλάντωςθσ κυκλικισ μεμβράνθσ.  
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Abstract 
The purpose of this dissertation it’s the study of Bessel functions and also their 
properties. 
The first Chapter presents the Bessel functions of the first kind and its solutions 
whether we have negative or non-negative class, and the second chapter presents 
the Bessel function of the second kind. 
The third chapter presents the properties of Bessel functions (also the prove of those 
properties): the reduction and asymptotic formula, Bessel functions roots, Bessel 
parametric form, the orthogonality property and the Fourier-Bessel series. 
The fourth chapter presents the Bessel function application in physics problem of the 
vibrations of a circular membrane. 
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ΕΙ΢ΑΓΩΓΗ 
Οι ειδικζσ ςυναρτιςεισ είναι πλζον κακιερωμζνεσ όχι μόνο ςτον μακθματικό τομζα 
(μακθματικι ανάλυςθ) αλλά και ςτθν φυςικι, ςτον τομζα των υπολογιςτϊν και ςε 
πολλοφσ άλλουσ τομείσ.  
Οι ειδικζσ ςυναρτιςεισ όμωσ δεν είχαν τόςεσ πολλζσ εφαρμογζσ όταν 
πρωτοεμφανίςτθκαν, και απαςχολοφςαν περιςςότερο τον μακθματικό κλάδο. Οι 
πρϊτεσ ειδικζσ ςυναρτιςεισ διατυπϊκθκαν ςτισ αρχζσ του 1700, και πιο 
ςυγκεκριμζνα ιταν το 1720 όταν ο Euler  διατφπωςε τθν ςυνάρτθςθ Γ, τθν 
ςυνάρτθςθ Η και τισ ςυναρτιςεισ Bessel( για τθν ζρευνα κυκλικϊν τυμπάνων). ΢τα 
επόμενα χρόνια και ζωσ το τζλοσ του 1700 υπιρξαν πολλζσ νζεσ ειδικζσ 
ςυναρτιςεισ με βαςικότερεσ τισ ςυναρτιςεισ Legendre 1780, (γνωςτζσ για αρκετό 
καιρό ςαν ςυναρτιςεισ Laplace). 
΢τισ αρχζσ του 1800 , διατυπϊκθκαν τα ορκογϊνια πολυϊνυμα (Hermite , Laguerre, 
κλπ) , οι περιοδικζσ ςυναρτιςεισ (1820) , και αρκετζσ άλλεσ ειδικζσ ςυναρτιςεισ . Θ 
εμφάνιςθ όλων και περιςςότερων ειδικϊν ςυναρτιςεων ϊκθςαν τον Gauss ςτθν 
προςπάκεια του να ενοποιιςει τισ ειδικζσ ςυναρτιςεισ, και μελζτθςε τισ 
υπεργεωμετρικζσ ςυναρτιςεισ και παρατιρθςε πολλζσ ομοιότθτεσ με τισ ειδικζσ 
ςυναρτιςεισ. Μετά από αρκετά χρόνια όμωσ οι ειδικζσ ςυναρτιςεισ φαίνονταν όλο 
και πιο δφςχρθςτεσ και μθ εφαρμόςιμεσ ςτον κακαρό μακθματικό κλάδο, ενϊ απ’ 
τθν άλλθ θ μελζτθ και οι εφαρμογζσ των ειδικϊν ςυναρτιςεων ςτθν φυςικι ,και πιο 
ςυγκεκριμζνα ςτθν μθχανικι, είχαν αποκτιςει πλζον ςθμαντικό ρόλο ( τα 
περιςςότερα προβλιματα τθσ κβαντικισ μθχανικισ, ακόμα και τα πιο βαςικά, 
περιείχαν ειδικζσ ςυναρτιςεισ). 
Με τθν είςοδο του 20ου αιϊνα το ενδιαφζρον και οι εφαρμογζσ των ειδικϊν 
ςυναρτιςεων ιταν πλζον εμφανζσ. Παράδειγμα προγραμμάτων και ζργων που 
εφάρμοςαν ειδικζσ ςυναρτιςεισ  ιταν το WPA, to Manhattan, H-bomb κλπ. Πλζον 
οι ειδικζσ ςυναρτιςεισ χρθςιμοποιοφνταν από όλο τον επιςτθμονικό κλάδο και από 
το 1960 εφαρμόηονταν και από τον κλάδο των υπολογιςτϊν (αρικμθτικοφσ 
αλγόρικμουσ κλπ). 
Οι ειδικζσ ςυναρτιςεισ περιζχουν φυςικά βαςικζσ ςυναρτιςεισ , εκκετικζσ, 
τριγωνομετρικζσ, υπερβολικζσ και τισ αντίςτροφζσ τουσ, λογαρικμικζσ κλπ, και 
εμφανίηονται ςαν λφςεισ διαφορικϊν εξιςϊςεων ι ολοκλθρωμάτων βαςικϊν 
ςυναρτιςεων.  
 Παραδείγματα ειδικϊν ςυναρτιςεων : 
΢υνάρτηςη Γ: 
𝛤 𝑛 =  𝑛 − 1 !, 𝑛 > 𝑜 
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𝛤 𝑧 =  𝑒−𝑡𝑡𝑧−1𝑑𝑡, 𝑅𝑒 𝑧 > 𝑜
∞
0
 
΢υνάρτηςη B (ολοκλήρωμα Euler 1ου είδουσ): 
𝐵 𝜒, 𝑦 =  𝑡𝜒−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡,    𝑅𝑒 𝜒, 𝑅𝑒 𝑦 > 0 
1
0
 
΢υναρτήςεισ Bessel  𝑱𝒑 𝝌 , 𝒀𝒑 𝝌  ( ΚΕΦ 1-2) 
΢υναρτήςεισ Hankel 𝑯𝒑(𝝌): 
1ου είδουσ: 
𝐻𝑝
 1  𝜒 = 𝐽𝑝 𝜒 +  𝑖𝑌𝑝 𝜒 , 
2ου είδουσ:  
𝐻𝑝
 2  𝜒 = 𝐽𝑝 𝜒 −  𝑖𝑌𝑝 𝜒  
΢υνάρτηςη Legendre 𝑷𝒍
𝒎(𝝌): 
𝑃𝑙
𝑚  𝜒 =  1 − 𝜒2 
1
2
𝑚  
𝑑
𝑑𝜒
 
𝑚
𝑃𝑙(𝜒) 
𝑃𝑙
𝑚  𝜒 =
(𝑙 + 𝑚)!
𝑙! 𝜋
(−1)
𝑚
2  (𝜒 +  𝜒2 − 1𝑐𝑜𝑠𝜑)𝑙cos⁡𝑚𝜑𝑑𝜑
𝜋
𝑜
 
Όπου P𝑙 χ το πολυϊνυμο Legendre. 
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1. ΢υναρτήςεισ Bessel πρώτου είδουσ 
Θ διαφορικι εξίςωςθ Bessel τάξθσ p(p=ςτακερά) είναι θ 2θ τάξθσ διαφορικι 
εξίςωςθ τθσ μορφισ: 
𝜒2𝑦′′ +  𝜒𝑦′ +  𝜒2 −  𝑝2 𝑦 = 0      (1.1) 
και κάκε μθ μθδενικι λφςθ τθσ (1.1) ονομάηεται ςυνάρτθςθ Bessel. 
Θ διαφορικι εξίςωςθ Bessel είναι 2θσ τάξθσ ςυνικθσ διαφορικι εξίςωςθ και ζτςι 
μια γενικι λφςθ τθσ κα είναι τθσ μορφισ: 
𝑦 = 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2        (1.2) 
όπου 𝑦1, 𝑦2 γραμμικά ανεξάρτθτεσ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ Bessel και 𝑐1, 𝑐2 αυκαίρετεσ 
ςτακερζσ. Άρα για τθν εφρεςθ μιασ γενικισ λφςθσ τθσ (1.1) αρκεί να βροφμε δφο 
γραμμικά ανεξάρτθτεσ λφςεισ αυτισ. 
Για τθν εφρεςθ τϊρα τθσ γενικισ λφςθσ τθσ εξίςωςθσ Bessel πρϊτου είδουσ κα 
βροφμε πρϊτα τθν γενικι λφςθ τθσ εξίςωςθσ Bessel πρϊτου είδουσ μθ αρνθτικισ 
τάξθσ και τθν γενικι λφςθ τθσ εξίςωςθσ Bessel πρϊτου είδουσ αρνθτικισ τάξθσ. 
 
1.1 Εύρεςη γενικήσ λύςησ τησ εξίςωςησ Bessel πρώτου είδουσ 
μη αρνητικήσ τάξησ (𝒑 ≥ 𝟎). 
Για διευκόλυνςθ των υπολογιςμϊν κζτουμε: 
𝑦 = 𝜒𝑝𝑧         (1.3) 
και αντικακιςτοφμε ςτθν (1.1). Εφόςον όμωσ : 
𝑦′ = 𝑝𝜒𝑝−1𝑧 + 𝜒𝑝𝑧′, 𝑦′′ = 𝑝 𝑝 − 1 𝜒𝑝−2𝑧 + 2𝑝𝜒𝑝−1𝑧 + 𝜒𝑝𝑧′′ 
θ ςυνάρτθςθ 𝑧 κα ικανοποιεί τθν εξίςωςθ: 
𝑧′′ +
2𝑝+1
𝑥
𝑧′ + 𝑧 = 0        (1.4) 
Σϊρα πρζπει να βροφμε μια λφςθ τθσ (1.4) υπό μορφι δυναμοςειρϊν:  
𝑧 = 𝑐0 + 𝑐1𝜒 + 𝑐2𝜒
2 + 𝑐3𝜒
3 … + 𝑐𝑛𝜒
𝑛 + ⋯  
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Άρα  
 𝑧′ = 𝑐1 + 2𝑐2𝜒 + 3𝑐3𝜒
2 + ⋯ + (𝑛 + 2)𝑐𝑛+2𝜒
𝑛+1 + ⋯ 
=> 
𝑧′
𝜒
=
𝑐1
𝜒
+ 2𝑐2 + 3𝑐3𝜒 + ⋯ + (𝑛 + 2)𝑐𝑛+2𝜒
𝑛 + ⋯  
και   
 𝑧′′ = 2𝑐2 + 2 ∗ 3𝑐3𝜒 + 3 ∗ 4𝑐4𝜒
2 + ⋯ +  𝑛 + 1 ∗  𝑛 + 2 𝑐𝑛+2𝜒
𝑛 + ⋯ + ⋯ 
και αντικακιςτοφμε ςτθν (1.4) : 
 2𝑐2 + 2 ∗ 3𝑐3𝜒 + 3 ∗ 4𝑐4𝜒
2 + ⋯ +  𝑛 + 1 ∗  𝑛 + 2 𝑐𝑛+2𝜒
𝑛 + ⋯ + ⋯ + 
[ 2𝑝 + 1   
𝑐1
𝜒
+ 2𝑐2 + 3𝑐3𝜒 + ⋯ +  𝑛 + 2 𝑐𝑛+2𝜒
𝑛 + ⋯ + 
[𝑐0 + 𝑐1𝜒 + 𝑐2𝜒
2 + 𝑐3𝜒
3 … + 𝑐𝑛𝜒
𝑛 + ⋯ ] = 0] 
=> 
2𝑝+1
𝜒
𝑐1 +  𝑐0 +  2𝑝 + 1 2𝑐2 + 2𝑐2 +  2 ∗ 3𝑐3 +  2𝑝 + 1 3𝑐3 + 𝑐1 𝜒 + 
 3 ∗ 4𝑐4 +  2𝑝 + 1 4𝑐4 + 𝑐2 𝜒
2 + ⋯ 
+  𝑛 + 1  𝑛 + 2 𝑐𝑛+2 +  2𝑝 + 1  𝑛 + 2 𝑐𝑛+2 + 𝑐𝑛 𝜒
𝑛 + ⋯ = 0 
Για να υπάρξει λφςθ οι διάφοροι παράγοντεσ των δυνάμεων του χ πρζπει να 
ιςοφνται με 0: 
𝑐1 = 0 => 𝑐1 = 𝑐3 = 𝑐5 = ⋯ = 𝑐2𝑚−1 = 0     (1.5) 
 𝑛 + 1  𝑛 + 2 𝑐𝑛+2 +  2𝑝 + 1  𝑛 + 2 𝑐𝑛+2 + 𝑐𝑛 = 0 
=> 𝑐𝑛+2 =
−𝑐𝑛
 𝑛+2 (𝑛+2𝑝+2)
        (1.6) 
Άρα: 
𝑐2 = −
𝑐0
2(2𝑝 + 2)
 
𝑐4 = −
𝑐2
4(2𝑝+4)
=
𝑐0
2∗4 2𝑝+2 (2𝑝+4)
 . 
𝑐2𝑚 =  −1 
𝑚
𝑐0
2 ∗ 4 ∗ … ∗ 2𝑚 2𝑝 + 2  2𝑝 + 4 … (2𝑝 + 2𝑚)
  
 
Επομζνωσ ζχουμε τθν ςειρά : 
𝑧 = 𝑐0 + 𝑐2𝜒
2 + 𝑐4𝜒
4 + ⋯ = 𝑐0(1 −
𝑥2
2(2𝑝+2)
+
𝑥4
2∗4 2𝑝+2 (2𝑝+4)
+ ⋯ ) 
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=> 𝑧 = 𝑐0{1 +  
 −1 𝑚 𝑥2𝑚
22𝑚 ∗1∗2∗…∗𝑚∗ 𝑝+1  𝑝+2 … 𝑝+𝑚 
∞
𝑚=1 }    (1.7) 
Όπου 𝑐0 μία αυκαίρετθ ςτακερά και 𝑧 μία τυπικι λφςθ τθσ (1.4). Ακόμθ επειδι οι 
διαφοροποιιςεισ των διάφορων όρων μιασ δυναμοςειράσ βρίςκονται πάντα μζςα 
ςτο διάςτθμα ςφγκλιςθσ , θ 𝑧 είναι θ λφςθ τθσ (1.4). 
Ζτςι θ ςυνάρτθςθ: 
𝑦 = 𝜒𝑝𝑧 = 𝑐0𝜒
𝑝{1 +  
 −1 𝑚𝜒2𝑚
22𝑚 ∗ 1 ∗ 2 ∗ … ∗ 𝑚 ∗  𝑝 + 1  𝑝 + 2 …  𝑝 + 𝑚 
∞
𝑚=1
} 
όπου 𝑐0 λφςθ τθσ (1.1) και ορίηεται: 
 𝑐0 =
1
2𝑝𝛤(𝑝+1)
          (1.8) 
όπου Γ θ ςυνάρτθςθ Γάμμα, θ οποία ζχει τισ ακόλουκεσ ιδιότθτεσ: 
 𝛤 1 = 1 
 𝛤 𝑝 + 1 = 𝑝𝛤 𝑝  για κάκε p 
 𝛤 𝑝 + 1 = 𝑝! για 𝑝 > 0 
Εφόςον θ  𝑐0 ορίηεται από τθν (1.8) τότε θ ςειρά (1.7) μασ δίνει τθν ςυνάρτθςθ 
Bessel πρϊτου είδουσ τάξθσ p και ςυμβολίηεται με 𝐽𝑝 𝜒 : 
𝐽𝑝 𝜒 =
𝜒𝑝
2𝑝𝛤(𝑝+1)
[1 − −
𝜒2
2 2𝑝+2 
 + 
𝜒4
2∗4 2𝑝+2 (2𝑝+4)
+ ⋯ ] 
= {
 
𝜒
2
 
𝑝
𝛤 𝑝 + 1 
−  
 −1 𝑚  
𝜒
2
 
𝑝+2𝑚
1 ∗ 2 ∗ … ∗ 𝑚 ∗  𝑝 + 1  𝑝 + 2 …  𝑝 + 𝑚 𝛤 𝑝 + 1 
∞
𝑚=1
} 
Όμωσ : 
1*2*….*m=m!= 𝛤 𝑝 + 1  (3θ ιδιότθτα τθσ Γ-ςυνάρτθςθσ)  
 
και: 
 𝑝 + 1  𝑝 + 2 …  𝑝 + 𝑚 𝛤 𝑝 + 1 =  𝑝 + 2  𝑝 + 3 …  𝑝 + 𝑚 𝛤 𝑝 + 2 = 
=  𝑝 + 3  𝑝 + 4 …  𝑝 + 𝑚 𝛤 𝑝 + 3 =  
=  𝑝 + 𝑚 𝛤 𝑝 + 𝑚 = 
= 𝛤 𝑝 + 𝑚 + 1  
Άρα: 
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𝐽𝑝 𝜒 =  
 −1 𝑚  
𝜒
2
 
𝑝+2𝑚
𝛤 𝑚+1 𝛤 𝑝+𝑚+1 
∞
𝑚=0       (1.9) 
 
΢τθν ειδικι περίπτωςθ όπου 𝑝 = 0 ζχουμε: 
𝐽0 𝜒 =
 −1 𝑚  
𝜒
2
 
2𝑚
𝛤 𝑚 + 1 𝛤 𝑚 + 1 
= 1 −
𝜒2
22𝛤 1 + 1 
+
𝜒4
42𝛤 2 + 1 
− ⋯ 
όμωσ 𝛤 1 + 1 = 1𝛤 1 = 1  και 𝛤 2 + 1 = 22=> 
𝐽0 𝑥 = 1 −
𝜒2
22
+
𝜒4
2242
−
𝜒6
224262
+ ⋯ =  
 −1 𝑚  
𝜒
2
 
2𝑚
(𝑚 !)2
∞
𝑚=0     (1.10) 
΢τθν ειδικι περίπτωςθ όπου 𝑝 = 1 ζχουμε: 
𝐽1 𝜒 =
𝜒
2
[1 −
𝜒2
2 ∗ 4
+
𝜒4
2 ∗ 4 ∗ 4 ∗ 6
−
𝜒6
2 ∗ 4 ∗ 6 ∗ 4 ∗ 6 ∗ 8
+ ⋯ 
=> 𝐽1 𝜒 =  
 −1 𝑚  
𝜒
2
 
2𝑚 +1
𝑚 ! 1+𝑚 !
∞
𝑚=0  
Γενικά για 𝑝 ≥ 0: 
𝐽𝑝 𝜒 =  
 −1 𝑚  
𝜒
2
 
𝑝+2𝑚
𝑚 ! 𝑝+𝑚 !
 ∞𝑚=0            (1.11) 
Από (1.10) και (1.11): 
αν 𝑝 = 0 ι 𝑝 άρτιοσ ακζραιοσ τότε θ 𝐽𝑝 𝜒  είναι άρτια ςυνάρτθςθ 
αν 𝑝 περιττόσ ακζραιοσ τότε θ 𝐽𝑝 𝜒  είναι περιττι ςυνάρτθςθ 
Γραφικι παράςταςθ των  𝐽0 𝜒 , 𝐽1 𝜒  ,𝐽2 𝜒 :  
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ΓΡΑΦΗΜΑ 1:  𝑱𝟎 𝝌 , 𝑱𝟏 𝝌  ,𝑱𝟐 𝝌  
Τπολογιςμόσ με MATHEMATICA: 
 Plot[{BesselJ[0, 𝑥], BesselJ[1, 𝑥], BesselJ[2, 𝑥]}, {𝑥, 0,20}, PlotStyle
→ {{Thick, Red}, {Thick, Green}, {Thick, Blue}}, LabelStyle
→ Medium, AxesLabel−> {𝑥, 𝐽}, PlotLabel
→ "First 3 Cylindrical Bessel functions"] 
1.2 Εύρεςη γενικήσ λύςησ τησ εξίςωςησ Bessel πρώτου είδουσ 
αρνητικήσ τάξησ (𝒑 < 0). 
Αντικακιςτοφμε το 𝒑 με –𝒑 ςτθν (1.9) : 
𝐽−𝑝 𝜒 =  
 −1 𝑚  
𝜒
2
 
−𝑝+2𝑚
𝛤 𝑚+1 𝛤 −𝑝+𝑚+1 
∞
𝑚=0       (1.12) 
Όμωσ για ακζραιο 𝑝 και για 𝑚 = 0,1, … , 𝑝 − 1 θ ποςότθτα (−𝑝 + 𝑚 + 1) παίρνει 
τιμζσ ≤ 0 ,οπότε θ ςυνάρτθςθ 𝛤 −𝑝 + 𝑚 + 1  τείνει προσ το άπειρο για τισ τιμζσ 
του 𝑚, και οι αντίςτοιχοι όροι τθσ ςειράσ (1.12) κα ιςοφνται με 0. 
Οπότε για ακζραιο 𝑝: 
𝐽−𝑝 𝜒 =  
 −1 𝑚  
𝜒
2
 
−𝑝+2𝑚
𝛤 𝑚 + 1 𝛤 −𝑝 + 𝑚 + 1 
∞
𝑚=0
 
 
και κζτοντασ 𝑚 = 𝑝 + 𝑘 : 
5 10 15 20
x
0.4
0.2
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
J
First 3 Cylindrical Bessel functions
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𝐽−𝑝 𝜒 = (−1)
𝑝  
 −1 𝑘 
𝜒
2
 
𝑝+2𝑘
𝛤 𝑘+1 𝛤 𝑝+𝑘+1 
= (−1)𝑝∞𝑘=0 𝐽𝑝 𝜒      (1.13) 
Ζτςι από τισ εξιςϊςεισ (1.9) και (1.12): 
𝐽𝑝 𝜒 =  
 −1 𝑚  
𝜒
2
 
𝑝+2𝑚
𝛤 𝑚 + 1 𝛤(𝑝 + 𝑚 + 1)
 
∞
𝑚=0
 
όπου 𝑝 μπορεί να παίρνει κετικζσ και αρνθτικζσ τιμζσ 
 
Γενική Λφςη τησ εξίςωςησ Bessel: 
Τποκζτοντασ ότι ο 𝑝 > 0 δεν είναι ακζραιοσ , άρα 𝐽𝑝 𝜒  και  𝐽−𝑝 𝜒  γραμμικά 
ανεξάρτθτεσ , τότε θ γενικι λφςθ τθσ εξίςωςθσ Bessel είναι: 
𝑦 = 𝑐1𝐽𝑝 𝜒 + 𝑐2 𝐽−𝑝 𝜒          (1.14) 
Αν 𝑝 ≥ 0 ακζραιοσ, τότε από τθν (1.13) οι ςυναρτιςεισ  𝐽𝑝 𝜒  και  𝐽−𝑝 𝜒  είναι 
γραμμικά εξαρτθμζνεσ, δίνοντασ μασ διαφορετικι λφςθ θ οποία ονομάηεται 
ςυνάρτθςθ Bessel δεφτερου είδουσ (ςυμβολιςμόσ  𝛶𝑝 𝜒 ): 
𝑦 = 𝑐1𝐽𝑝 𝜒 + 𝑐2𝛶𝑝 𝜒  
 
Ειδική περίπτωςη ςυνάρτηςησ Bessel πρώτου είδουσ με 𝒑 = 𝒏 +
𝟏
𝟐
 όπου n=1,2,…: 
Για 𝑝 =
1
2
  και από τθν εξίςωςθ 
 𝐽𝑝 𝜒 =
𝜒𝑝
2𝑝𝛤(𝑝+1)
[1 − −
𝜒2
2(2𝑝+2)
+
𝜒4
2∗4 2𝑝+2 (2𝑝+4)
+ ⋯ ] ζχουμε 
𝐽1
2
 𝜒 =
 𝜒
 2𝛤(
3
2
)
[1 −
𝜒2
2∗3
+
𝜒4
2∗4∗3∗5
−
𝜒6
2∗4∗6∗3∗5∗7
+ ⋯ ] πολλαπλαςιάηουμε  με 
 𝜒
 𝜒
 
=
1
 2𝛤(
3
2
)
 𝜒 −
𝜒3
3!
+
𝜒5
5!
−
𝜒7
7!
+ ⋯ =
1
 2𝛤(
3
2
)
sin 𝜒  
Τπολογιςμόσ του 𝛤(
3
2
) : 
𝛤  
3
2
 =
1
2
𝛤  
1
2
 =
1
2
 
𝑒−𝜒
 𝜒
𝑑𝜒 =
∞
0
 𝑒−𝑡
2
𝑑𝑡 =
 𝜋
2
∞
0
   
(αντικατάςταςθ 𝜒 = 𝑡2 => 𝑡 =  𝜒 => 𝑑𝑡 =
1
2
𝜒−
1
2𝑑𝜒) 
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Άρα 
 𝐽1
2
 𝜒 =  
2
𝜋𝜒
sin 𝜒         (1.15) 
Παρόμοια 
 𝐽
−
1
2
 𝜒 =  
2
𝜋𝜒
cos 𝜒 
Με τθ χριςθ του αναγωγικοφ τφπου 𝐽𝑝−1 𝜒 + 𝐽𝑝+1 𝜒 =
2𝑝
𝑥
𝐽𝑝 𝜒  (Κεφ. Α3) 
μποροφμε να υπολογίηουμε οποιoδιποτε 𝑝 = 𝑛 +
1
2
. 
Παράδειγμα 𝑝 =
1
2
 : 
𝐽
−
1
2
 𝜒 + 𝐽3
2
 𝜒 =
1
𝜒
𝐽1
2
 𝜒 => 𝐽3
2
 𝜒 =
1
𝜒
 
2
𝜋𝜒
sin 𝜒 −  
2
𝜋𝜒
sin 𝜒 
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2.΢υναρτήςεισ Bessel δεύτερου είδουσ 
και τροποποιημένεσ ςυναρτήςεισ Bessel 
2.1 ΢υναρτήςεισ Bessel δεύτερου είδουσ 
Για κλαςματικό 𝑝, θ ςυνάρτθςθ Bessel 2ου είδουσ δίνεται από τθν ςχζςθ (1.14) με 
ςυγκεκριμζνεσ τιμζσ των ςτακερϊν 𝑐1, 𝑐2. 
Π.χ. αν κζςουμε: 
𝛶𝑝 𝜒 = 𝐽𝑝 𝜒 
cos 𝑝𝜋
sin 𝑝𝜋
− 𝐽−𝑝 𝜒 
1
sin 𝑝𝜋
=
𝐽𝑝  𝜒 cos 𝑝𝜋−𝐽−𝑝  𝜒 
sin 𝑝𝜋
    (2.1) 
Για ακζραιο 𝑝 θ (2.1) δεν ορίηεται αφοφ μθδενίηεται ο αρικμθτισ και ο 
παρονομαςτισ. Με χριςθ L’Hospital ζχουμε: 
𝛶𝑛 𝜒 = lim𝑝→𝑛
 
𝜕
𝜕𝑝
 [𝐽𝑝  𝜒 cos 𝑝𝜋−𝐽−𝑝  𝜒 ]
 
𝜕
𝜕𝑝
 sin 𝑝𝜋
=lim
𝑝→𝑛
cos 𝑝𝜋  
𝜕
𝜕𝑝
 𝐽𝑝  𝜒  −𝐽𝑝  𝜒 𝜋 sin 𝑝𝜋− 
𝜕
𝜕𝑝
 𝐽−𝑝  𝜒 
𝜋cos 𝑝𝜋
 
= [
(
𝜕
𝜕𝑝
)𝐽𝑝 𝜒 ∗  −1 
𝑛 − (
𝜕
𝜕𝑝
)𝐽−𝑝 𝜒 
𝜋 −1 𝑛
]
 
𝑝 = 𝑛
 
Με αντικατάςταςθ τθσ πιο πάνω εξίςωςθσ με τισ ςειρζσ (1.9) και (1.12), 
διαφοροποιϊντασ ωσ προσ 𝑝, και εξιςϊνοντασ τον αυκαίρετο δείκτθ  𝑝 ίςο με τον 
ακζραιο δείκτθ 𝑛 ζχουμε: 
𝛶𝑛 𝜒 =
2
𝜋
𝐽𝑛 𝜒  𝑙𝑛
𝜒
2
+ 𝑐 −
1
𝜋
 
 𝑛 − 𝑚 − 1 !
𝑚!
𝑛−1
𝑚=0
 
𝜒
2
 
−𝑛+2𝑚
 
−
1
𝜋
 
 −1 𝑚  
𝜒
2
 
𝑛+2𝑚
𝑚!  𝑛 + 𝑚 !
∞
𝑚=0
(  
1
𝑘
𝑛+𝑚
𝑘=1
+  
1
𝑘
)
𝑚
𝑘=1
 
όπου 𝑐 = 0.577215664901532 …  θ ςτακερά Euler’s. 
Σϊρα εάν 𝑛 = 0 ζχουμε: 
𝛶0 𝜒 =
2
𝜋
𝐽0 𝜒  𝑙𝑛
𝜒
2
+ 𝑐 −
2
𝜋
 
 −1 𝑚
(𝑚!)2
𝑛−1
𝑚=0
 
𝜒
2
 
2𝑚
∗ (1 +
1
2
+
1
3
+ ⋯ +
1
𝑚
) 
H 𝛶𝑛 𝜒  είναι λφςθ τθσ (1.1) (αντικατάςταςθ τθσ 𝛶𝑛 𝜒  ςτθν (1.1) με 𝑝 = 𝑛, και 
𝐽𝑛 𝜒  και 𝛶𝑛 𝜒  γραμμικά ανεξάρτθτεσ εφόςον για 𝑥 = 0 θ  𝐽𝑛 𝜒  ζχει πεπεραςμζνθ 
τιμι ενϊ θ 𝛶𝑛 𝜒  τείνει ςτο άπειρο). 
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ΓΡΑΦΙΚΗ 2: 𝜰𝟎 𝝌 , 𝜰𝟏 𝝌  ,𝜰𝟐 𝝌  
Τπολογιςμόσ με MATHEMATICA: 
Plot[{BesselY[0, 𝑥], BesselY[1, 𝑥], BesselY[2, 𝑥]}, {𝑥, 0,20}, PlotStyle →
{{Thick, Red}, {Thick, Green}, {Thick, Blue}}, LabelStyle → Medium, AxesLabel−> {𝑥, 𝐽} 
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2.2 Σροποποιημένεσ ΢υναρτήςεισ Bessel 
Σροποποιθμζνεσ ςυναρτιςεισ Bessel  ονομάηονται οι ςυναρτιςεισ που ικανοποιοφν 
τθν τροποποιθμζνθ διαφορικι εξίςωςθ Bessel : 
𝜒2𝑦′′ + 𝜒𝑦′ −  𝜒2 + 𝑝2 𝑦 = 0 𝑝 ≥ 0 
Και ζχουν γενικι λφςθ : 
𝑦 = 𝑐1𝐼𝑝 𝜒 + 𝑐2𝐼−𝑝 𝜒  𝑝 ≠ 0,1,2, … 
𝑦 = 𝑐1𝐼𝑝 𝜒 + 𝑐2𝐾𝑝 𝜒  για κάκε p 
𝑦 = 𝑐1𝐼𝑝 𝜒 + 𝑐2𝛪𝑝 𝜒  
𝑑𝜒
𝜒𝐼𝑝
2(𝜒)
 για κάκε p 
όπου 𝑐1  και 𝑐2 αυκαίρετεσ ςτακερζσ και 𝐼𝑝 𝜒  και 𝐾𝑝 𝜒  οι τροποποιθμζνεσ 
ςυναρτιςεισ Bessel 1ου και 2ου είδουσ αντίςτοιχα. Αναλυτικότερα ζχουμε : 
𝑰𝒑 𝝌 = 𝑖
−𝑝𝐽𝑝 𝑖𝜒 = 𝑒
−𝑝𝜋𝑖
2 𝐽𝑝 𝑖𝜒  
=
𝜒𝑝
2𝑝𝛤 𝑝 + 1 
 1 +
𝜒2
2 2𝑝 + 2 
+
𝜒4
2 ∗ 4 2𝑝 + 2  2𝑝 + 4 
+ ⋯  
=  
(
𝜒
2
) 𝑝+2𝑛 
𝑛! 𝛤 𝑝 + 𝑛 + 1 
∞
𝑛=0
 
𝑰−𝒑 𝝌 = 𝑖
𝑝𝐽−𝑝 𝑖𝜒 = 𝑒
𝑝𝜋𝑖
2 𝐽−𝑝 𝑖𝜒  
=
𝜒−𝑝
2−𝑝𝛤 1 − 𝑝 
 1 +
𝜒2
2 2 − 2𝑝 
+
𝜒4
2 ∗ 4 2 − 2𝑝  4 − 2𝑝 
+ ⋯  
=  
(
𝜒
2
) 2𝑛−𝑝 
𝑛! 𝛤 𝑛 + 1 − 𝑝 
∞
𝑛=0
 
(για p = 0,1,2 …  ζχουμε I−p χ = Ip χ  , ενϊ για p ≠ 0,1,2 …  οι Ip χ  και I−p χ  
είναι γραμμικά ανεξάρτθτεσ) 
𝑲𝒑 𝝌 =
𝜋 I−p  χ −Ip  χ  
2 sin  𝑝𝜋  
  για p = 0,1,2 … 
 
𝑲𝒑 𝝌 = lim
𝜈→𝑝
𝜋 I−ν χ − Iν χ  
2 sin 𝜈𝜋 
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𝐿′ 𝐻𝑜𝑠𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙
        (−1)𝑝+1(ln
𝜒
2
+ 𝛾) Ip χ +
1
2
  −1 n p − k − 1 ! (
𝜒
2
)2𝑛−𝑝
𝑝−1
𝑛=0
+
(−1)p
2
 
 
𝜒
2
 
p+2n
n!  p + n 
 𝛷 𝑛 + 𝛷 𝑝 + 𝑛  
∞
n=0
 
όπου γ θ ςτακερά Euler, και 𝜈0 = 0, 𝜈𝑛 = 1 +
1
2
+
1
3
+ ⋯ +
1
𝑛
  για 𝑛 = 1,2, … 
 
Οι τροποποιθμζνεσ ςυναρτιςεισ Bessel 1ου και 2ου είδουσ ικανοποιοφν τισ 
ακόλουκεσ αναδρομικζσ ςχζςεισ : 
𝑑
𝑑𝜒
 𝜒𝑝𝐼𝑝 𝜒  = 𝜒
𝑝𝐼𝑝−1 𝜒  
𝑑
𝑑𝜒
 𝜒−𝑝𝐼𝑝 𝜒  = 𝜒
−𝑝𝐼𝑝+1 𝜒  
𝐼𝑝
′  𝜒 = 𝐼𝑝−1 𝜒 −
𝑝
𝜒
𝐼𝑝 𝜒  
𝐼𝑝
′  𝜒 =
𝑝
𝜒
𝐼𝑝 𝜒 + 𝐼𝑝+1 𝜒  
και με πρόςκεςθ των τελευταίων δυο εξιςϊςεων παίρνουμε : 
𝐼𝑝
′  𝜒 =
1
2
 𝐼𝑝−1 𝜒 + 𝐼𝑝+1 𝜒   
ενϊ με αφαίρεςθ των τελευταίων δυο εξιςϊςεων παίρνουμε : 
𝐼𝑝−1 𝜒 − 𝐼𝑝+1 𝜒 =
2𝑝
𝜒
𝐼𝑝 𝜒  
𝑑
𝑑𝜒
 𝜒𝑝𝛫𝑝 𝜒  = −𝜒
𝑝𝛫𝑝−1 𝜒  
𝑑
𝑑𝜒
 𝜒−𝑝𝛫𝑝 𝜒  = −𝜒
−𝑝𝛫𝑝+1 𝜒  
𝛫𝑝
′  𝜒 = −𝛫𝑝−1 𝜒 −
𝑝
𝜒
𝛫𝑝 𝜒  
𝛫𝑝
′  𝜒 =
𝑝
𝜒
𝛫𝑝 𝜒 − 𝛫𝑝+1 𝜒  
και με πρόςκεςθ των τελευταίων δυο εξιςϊςεων παίρνουμε : 
18 
 
𝛫𝑝
′  𝜒 = −
1
2
 −𝛫𝑝−1 𝜒 + 𝛫𝑝+1 𝜒   
ενϊ με αφαίρεςθ των τελευταίων δυο εξιςϊςεων παίρνουμε : 
𝛫𝑝−1 𝜒 − 𝛫𝑝+1 𝜒 = −
2𝑝
𝜒
𝛫𝑝 𝜒  
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3. Ιδιότητεσ ΢υναρτήςεων Bessel 
΢το κεφάλαιο αυτό κα αναφερκοφμε ςτισ βαςικότερεσ ιδιότθτεσ των ςυναρτιςεων 
Bessel και ςτισ αποδείξεισ τουσ : 
 Αναγωγικοί τφποι 
 Αςυμπτωτικοί τφποι 
 Ρίηεσ των ςυναρτιςεων Bessel 
 Παραμετρικι μορφι 
 Ορκογωνιότθτα 
 ΢ειρζσ Fourier-Bessel 
 Ολοκλθρωτικζσ Αναπαραςτάςεισ 
3.1 Αναγωγικοί τύποι 
Για κάκε 𝑝 ιςχφουν οι ςχζςεισ: 
𝑑
𝑑𝜒
 𝜒𝑝𝐽𝑝 𝜒  = 𝜒
𝑝𝐽𝑝−1 𝜒         (3.1.1) 
𝑑
𝑑𝜒
 𝜒−𝑝𝐽𝑝 𝜒  = −𝜒
−𝑝𝐽𝑝+1 𝜒        (3.1.2) 
 
Για κλαςματικό 𝑝 ιςχφουν οι ςχζςεισ: 
𝑑
𝑑𝜒
 𝜒𝑝𝑌𝑝 𝜒  = 𝜒
𝑝𝑌𝑝−1 𝜒         (3.1.3) 
𝑑
𝑑𝜒
 𝜒−𝑝𝑌𝑝 𝜒  = −𝜒
−𝑝𝑌𝑝+1 𝜒        (3.1.4) 
 
Από τισ ςχζςεισ (3.1.1) και (3.1.2) παίρνουμε και τουσ τφπουσ: 
𝜒𝐽𝑝
′  𝜒 + 𝑝𝐽𝑝 𝜒 = 𝜒𝐽𝑝−1 𝜒        (3.1.5) 
𝜒𝐽𝑝
′  𝜒 − 𝑝𝐽𝑝 𝜒 = −𝜒𝐽𝑝+1 𝜒        (3.1.6) 
𝐽𝑝−1 𝜒 − 𝐽𝑝+1 𝜒 = 2𝐽𝑝
′  𝜒         (3.1.7) 
𝐽𝑝−1 𝜒 + 𝐽𝑝+1 𝜒 =
2𝑝
𝑥
𝐽𝑝 𝜒        (3.1.8) 
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Αποδείξεισ: 
(3.1.1) Από τθν εξίςωςθ (1.9) ζχουμε: 
𝑑
𝑑𝜒
 𝜒𝑝𝐽𝑝 𝜒  =
𝑑
𝑑𝜒
 
 −1 𝑚  𝜒 2𝑝+2𝑚
2𝑝+2𝑚 𝛤 𝑚+1 𝛤 𝑝+𝑚+1 
∞
𝑚=0 = 
=
𝑑
𝑑𝜒
 
 −1 𝑚  𝜒 2𝑝+2𝑚
2𝑝+2𝑚 𝛤 𝑚+1 ∗(𝑝+𝑚)𝛤 𝑝+𝑚 
=∞𝑚=0   
=  
 −1 𝑚  𝜒 2𝑝+2𝑚−1
2𝑝+2𝑚−1𝛤 𝑚+1 ∗(𝑝+𝑚)𝛤 𝑝+𝑚 
=∞𝑚=0  
 −1 𝑚  𝜒 2𝑝+2𝑚−1
2𝑝+2𝑚−1𝛤 𝑚+1 ∗(𝑝+𝑚)𝛤 𝑝+𝑚 
=∞𝑚=0 𝜒
𝑝𝐽𝑝−1 𝜒   
 
Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνφεται και θ (3.1.2) 
 
(3.1.3) Αντικακιςτοφμε το  𝑝 ςτθν (3.1.2) με−𝑝: 
𝑑
𝑑𝜒
 𝜒𝑝𝐽−𝑝 𝜒  = −𝜒
𝑝𝐽−𝑝+1 𝜒        (3.1.9) 
Πολλαπλαςιάηουμε τϊρα τθν (3.1.1) με 
cos 𝑝𝜋
sin 𝑝𝜋
 και αφαιροφμε τθν (3.1.9)* 
1
sin 𝑝𝜋
: 
𝑑
𝑑𝜒
 𝜒𝑝
𝐽𝑝  𝜒 cos 𝑝𝜋−𝐽−𝑝  𝜒 
sin 𝑝𝜋
 = 𝜒𝑝
𝐽𝑝−1 𝜒 cos 𝑝𝜋 +𝐽−𝑝+1 𝜒 
sin 𝑝𝜋
 = 
= 𝜒𝑝
𝐽𝑝−1 𝜒 cos (𝑝−1)𝜋−𝐽−𝑝+1 𝜒 
sin (𝑝−1)𝜋
  
Αφοφ cos(𝑝 − 1)𝜋 = − cos 𝑝𝜋  𝜅𝛼𝜄 sin(𝑝 − 1)𝜋 = −sin 𝑝𝜋. Άρα: 
𝑑
𝑑𝜒
 𝜒𝑝𝑌𝑝 𝜒  = 𝜒
𝑝𝑌𝑝−1 𝜒   
 
(3.1.4) Αντικακιςτοφμε το 𝑝 ςτθν (3.1.1) με−𝑝: 
𝑑
𝑑𝜒
 𝜒−𝑝𝐽−𝑝 𝜒  = 𝜒
−𝑝𝐽−𝑝−1 𝜒        (3.1.10) 
Πολλαπλαςιάηουμε τϊρα τθν (3.1.2) με 
cos 𝑝𝜋
sin 𝑝𝜋
 και αφαιροφμε τθν (3.1.10)* 
1
sin 𝑝𝜋
: 
𝑑
𝑑𝜒
 𝜒−𝑝
𝐽𝑝  𝜒 cos 𝑝𝜋−𝐽−𝑝  𝜒 
sin 𝑝𝜋
 = 𝜒−𝑝
−𝐽𝑝+1 𝜒 cos 𝑝𝜋−𝐽−𝑝−1 𝜒 
sin 𝑝𝜋
= 
= 𝜒−𝑝
𝐽𝑝+1 𝜒 cos (𝑝+1)𝜋−𝐽−𝑝−1 𝜒 
sin (𝑝+1)𝜋
  
Αφοφ cos(𝑝 + 1)𝜋 = − cos 𝑝𝜋  𝜅𝛼𝜄 sin(𝑝 + 1)𝜋 = −sin 𝑝𝜋. Άρα: 
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𝑑
𝑑𝜒
 𝜒𝑌𝑝 𝜒  = −𝜒
−𝑝𝑌𝑝+1 𝜒   
 
(3.1.5) Από τθν (3.1.1) ζχουμε: 
𝑝𝜒𝑝−1𝐽𝑝 𝜒 + 𝜒
𝑝𝐽𝑝
′  𝜒 = 𝜒𝑝𝐽𝑝−1 𝜒   
διαιρϊντασ με 𝜒𝑝−1 : 
𝜒𝐽𝑝
′  𝜒 + 𝑝𝐽𝑝 𝜒 = 𝜒𝐽𝑝−1 𝜒   
 
(3.1.6) Από τθν (3.1.2) ζχουμε: 
−𝑝𝜒−𝑝−1𝐽𝑝 𝜒 + 𝜒
−𝑝𝐽𝑝
′  𝜒 = −𝜒−𝑝𝐽𝑝+1 𝜒   
διαιρϊντασ με 𝜒−𝑝−1 : 
𝜒𝐽𝑝
′  𝜒 − 𝑝𝐽𝑝 𝜒 = −𝜒𝐽𝑝+1 𝜒   
 
(3.1.7) Προςκζτοντασ τθν (3.1.5) και τθν (3.1.6) : 
2𝜒𝐽𝑝
′  𝜒 = 𝜒𝐽𝑝−1 𝜒 − 𝜒𝐽𝑝+1 𝜒  => 
𝐽𝑝−1 𝜒 − 𝐽𝑝+1 𝜒 = 2𝐽𝑝
′  𝜒   
 
(3.1.8) Αφαιρϊντασ τθν (3.1.5) και τθν (3.1.6) : 
2𝑝𝐽𝑝 𝜒 = 𝜒𝐽𝑝−1 𝜒 + 𝜒𝐽𝑝+1 𝜒  => 
2𝑝
𝜒
𝐽𝑝 𝜒 = 𝐽𝑝−1 𝜒 + 𝐽𝑝+1 𝜒   
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3.2 Αςυμπτωτικοί τύποι 
Σφποι που περιγράφουν τθν ςυμπεριφορά των ςυναρτιςεων Bessel για  𝜒 ≫ 0. 
Μετατρζπουμε τθν (1.1) με τθν αντικατάςταςθ 
𝑦 =
𝑧
 𝜒
          (3.2.1) 
Άρα ζχουμε: 
𝑧′′ +  1 −
𝑝2−
1
4
𝑥2
 𝑧 = 0        (3.2.2) 
Θζτουμε τϊρα : 
𝑚 =
1
4
− 𝑝2 και 
𝑚
𝑥2
= 𝜌        (3.2.3) 
Και παίρνουμε: 
𝑧′′ +  1 + 𝜌 𝑧 = 0         (3.2.4) 
για  𝜒 ≫ 0  το 𝜌 =
𝑚
𝑥2
→ 0. Άρα θ λφςθ τθσ (3.2.4) δεν κα διαφζρει πολφ από τθν 
λφςθ τθσ 𝑧′′ + 𝑧 = 0  
π.χ.  𝑧 = 𝑎 sin(𝜒 + 𝜔),    
Με τθν υπόκεςθ ότι το 𝑧 είναι λφςθ τθσ (3.2.4)  κα υπάρχουν ςυναρτιςεισ 
𝛼 = 𝛼 𝜒  και 𝛿 = 𝛿(𝜒) ζτςι ϊςτε: 
𝑧 = 𝑎 sin(𝜒 + 𝛿)         (3.2.5) 
όπου α και δ ςυγκλίνουν ςε πεπεραςμζνα όρια όταν το 𝜒 → ∞. 
Για τθν απόδειξη φπαρξθσ των δυο αυτϊν ςυναρτιςεων κεωροφμε τθν εξίςωςθ 
𝑧′ = 𝛼 cos 𝜒 + 𝛿          (3.2.6) 
και τθν (3.2.5) και αντικαταςτοφμε ςτθν (3.2.4) τθν (3.2.5) και τθν (3.2.6) με 
άγνωςτα το α και δ: 
𝑧′′ = − 1 + 𝜌 𝑎 sin(𝜒 + 𝛿) 
και από τθν (3β.6): 
 𝑧′′ = 𝑎′ cos 𝜒 + 𝛿 − 𝑎(1 + 𝛿 ′) sin(𝜒 + 𝛿)  
εξιςϊνοντασ τϊρα τισ πιο πάνω εξιςϊςεισ: 
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− 1 + 𝜌 𝑎 sin(𝜒 + 𝛿) = 𝑎′ cos 𝜒 + 𝛿 − 𝑎(1 + 𝛿 ′) sin(𝜒 + 𝛿)=> 
sin(𝜒 + 𝛿)  𝑎 1 + 𝛿 ′ − 𝑎 1 + 𝜌  = 𝑎′cos 𝜒 + 𝛿  => 
tan 𝜒 + 𝛿 =
𝑎 ′
𝛼(𝛿 ′ −𝜌)
         (3.2.7) 
Ακόμθ θ παράγωγοσ τθσ (3.2.5) : 
𝑧′ = 𝑎′ sin(𝜒 + 𝛿) +  𝑎(1 + 𝛿 ′) cos 𝜒 + 𝛿   
και εξιςϊνοντασ με τθν (3.2.6) ζχουμε : 
𝛼 cos 𝜒 + 𝛿 = 𝑎′ sin(𝜒 + 𝛿) +  𝑎(1 + 𝛿 ′) cos 𝜒 + 𝛿 => 
𝑎′ sin(𝜒 + 𝛿) = cos 𝜒 + 𝛿 [𝑎 − 𝑎 − 𝑎𝛿 ′ ]=> 
tan 𝜒 + 𝛿 = −
𝛼𝛿 ′
𝛼′
         (3.2.8) 
πολλαπλαςιάηοντασ τθν (3.2.7) με τθν (3.2.8) ζχουμε: 
tan2 𝜒 + 𝛿 = −
𝛿 ′
𝛿 ′ −𝜌
  και 
𝛿 ′ = 𝜌 sin2 𝜒 + 𝛿          (3.2.9) 
Άρα από τθν (3.2.8) ιςχφει: 
𝑎′
𝑎
= −
𝛿 ′
tan (𝜒+𝑑)
= −𝜌 sin(𝜒 + 𝛿) cos 𝜒 + 𝛿      (3.2.10) 
Οι ςυναρτιςεισ δ και α τισ παίρνουμε από τισ εξιςϊςεισ (3.2.9) και (3.2.10) 
αντίςτοιχα ενϊ τισ αρχικζσ ςυνκικεσ από τισ εξιςϊςεισ (3.2.5) και (3.2.6). 
 
Ανάλυςη τησ αςφμπτωτησ ςυμπεριφοράσ των α και δ: 
Εφόςον  
𝛿 𝜒 = 𝛿 𝑏 − 𝑚 𝑑′ 𝑡 𝑑𝑡
𝑏
𝑥
 
ζχουμε τότε από τισ εξιςϊςεισ (3.2.3) και (3.2.9) ότι: 
𝛿 𝜒 = 𝛿 𝑏 − 𝑚 
sin2(𝑡 + 𝑑)
𝑡2
𝑑𝑡
𝑏
𝑥
 
Για 𝑏 → ∞ το ολοκλιρωμα ςυγκλίνει αφοφ δεν μπορεί να πάρει τιμζσ μεγαλφτερεσ 
του 
1
𝑡2
, και άρα υπάρχει το όριο 𝛿 𝑏  με 𝑏 → ∞.  
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Θζτοντασ  
lim𝑏→∞ 𝛿 𝑏 = 𝜔 τότε: 
𝛿 𝜒 = 𝜔 − 𝑚 
sin 2(𝑡+𝑑)
𝑡2
𝑑𝑡
∞
𝜒
      (3.2.11) 
Όμωσ το ολοκλιρωμα  
0 <  
sin2(𝑡 + 𝑑)
𝑡2
𝑑𝑡
∞
𝜒
<  
1
𝑡2
𝑑𝑡 =  −
1
𝑡
 
𝑡 = ∞
𝑡 = 𝜒
=
1
𝜒
∞
𝜒
 
Άρα 
0 < 𝑚𝜒 
sin2(𝑡 + 𝑑)
𝑡2
𝑑𝑡 < 𝑚
∞
𝜒
 
Οπότε μποροφμε να γράψουμε τθν (3.2.11) ςε μορφι: 
𝛿 𝜒 = 𝜔 +
𝜂(𝜒)
𝜒
         (3.2.12) 
όπου 𝜂 𝜒 = − 𝑚𝜒 
sin 2(𝑡+𝑑)
𝑡2
𝑑𝑡
∞
𝜒
 
Επίςθσ  
𝛼′
𝛼
= (ln 𝛼)′ οπότε ln 𝛼 𝜒 = ln 𝛼 𝑏 − 
𝛼 ′  𝜒 
𝛼 𝜒 
𝑑𝑡
∞
𝜒
 θ από  (3.2.10) 
ln 𝛼 𝜒 = ln 𝛼 𝑏 + 𝑚 
sin(t + 𝛿) cos(t + 𝛿)
𝑡2
𝑑𝑡
𝑏
𝜒
 
Παρομοίωσ με πριν για  𝑏 → ∞ υπάρχει όριο για το ln 𝛼 𝑏  και άρα για το 𝛼 𝑏 . 
Θζτουμε lim𝑏→∞ 𝛼 𝑏 = 𝛢 με 𝛢 ≠ 0 οπότε: 
ln 𝛼 𝜒 = ln 𝐴 + 𝑚 
sin(t + 𝛿) cos(t + 𝛿)
𝑡2
𝑑𝑡
∞
𝜒
 
Άρα 
ln 𝛼 𝜒 = ln 𝐴 +
𝜑(𝜒)
𝜒
 
όπου 𝜑 𝜒 = 𝑚𝜒 
sin (t+𝛿) cos (t+𝛿)
𝑡2
𝑑𝑡
𝑏
𝜒
  
=> 𝛼 𝜒 = 𝐴𝑒𝑥𝑝[
𝜑 𝜒 
𝜒
] 
Όμωσ από το κεϊρθμα Taylor για κάκε t ζχουμε  
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𝑒𝑡 = 1 + 𝑡𝑒𝜃𝑡    0 < 𝜃 < 1  και με τθν αντικατάςταςθ 𝑡 =
𝜑 𝜒 
𝜒
 παίρνουμε : 
𝑒𝑥𝑝  
𝜑 𝜒 
𝜒
 = 1 +
𝜑 𝜒 
𝜒
𝑒𝑥𝑝  
𝜃𝜑  𝜒 
𝜒
 = 1 +
𝜉(𝜒)
𝜒
   
όπου 𝜉 𝜒 = 𝜑 𝜒 𝑒𝑥𝑝  
𝜃𝜑  𝜒 
𝜒
  
Άρα  
𝛼 𝜒 = 𝛢(1 +
𝜉 𝜒 
𝜒
)         (3.2.13) 
Οι τφποι (3.2.12) και (3.2.13) δείχνουν τθν ςυμπεριφορά των ςυναρτιςεων α και δ 
όταν 𝜒 → ∞ κακϊσ και τθν ςυμπεριφορά τθσ λφςθσ z τθσ εξίςωςθσ (3.2.4). Με 
αντικατάςταςθ τϊρα των (3.2.12) και  (3.2.13) ςτθν (3.2.5) ζχουμε: 
𝑧 = 𝐴(1 +
𝜉 𝜒 
𝜒
) sin(𝜒 + 𝜔 +
𝜃𝜂  𝜒 
𝜒
)       (3.2.14) 
Και από κεϊρθμα Taylor γνωρίηουμε πωσ 
 sin 𝛼 + 𝑡 = sin 𝑎 + 𝑡 cos(𝑎 + 𝜃𝑡)         (0 < 𝜃 < 1) 
Οπότε με 𝛼 = 𝜒 + 𝜔 και 𝑡 =
𝜂 𝜒 
𝜒
 το  
sin(𝜒 + 𝜔 +
𝜃𝜂  𝜒 
𝜒
) = sin χ + ω +
ζ(χ)
χ
   
όπου ζ χ = 𝜂 𝜒 cos(𝜒 + 𝜔 +
𝜃𝜂  𝜒 
𝜒
) 
Άρα: 
𝑧 = 𝐴(1 +
𝜉 𝜒 
𝜒
)( sin χ + ω +
ζ(χ)
χ
) => 
𝑧 =  𝐴 sin χ + ω + A
𝜉(𝜒) sin  𝜒+𝜔 +(1+
𝜉 𝜒  
𝜒
𝜁(𝜒)
χ
  => 
𝑧 = 𝛢 sin 𝜒 + 𝜔 +
𝑟(𝜒)
𝜒
        (3.2.15) 
ο αςφμπτωτοσ τφποσ για τθν λφςθ τθσ (3.2.2) 
΢τθν περίπτωςθ μασ τθσ εξίςωςθσ Bessel χρθςιμοποιοφμε τθν (3.2.1) : 
𝑦 =
𝐴
 𝜒
sin 𝜒 + 𝜔 +
𝑟(𝜒)
𝜒 𝜒
        (3.2.16) 
όπου 𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 , 𝜔 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, και 𝑟(𝜒) φραγμζνθ για 𝜒 → ∞. 
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Με τον πιο πάνω τφπο ςυμπεραίνουμε πωσ για μεγάλα χ , οποιαδιποτε λφςθ τθσ 
εξίςωςθσ Bessel δεν κα διαφζρει πολφ από τθν λφςθ τθσ  
𝑦 =
𝐴
 𝑥
sin 𝜒 + 𝜔  
Ακόμθ ςφμφωνα με τα πιο πάνω παίρνουμε πιο ςυγκεκριμζνουσ υπολογιςμοφσ των 
ςυναρτιςεων Bessel  𝐽𝑝(𝜒) και 𝛶𝑝(𝜒) : 
𝐽𝑝 𝜒 =  
2
𝜋𝜒
cos  𝜒 −
𝑝𝜋
2
+
𝜋
4
 +
𝑟𝑝(𝜒)
𝜒 𝜒
 
𝛶𝑝 𝜒 =  
2
𝜋𝜒
sin  𝜒 −
𝑝𝜋
2
−
𝜋
4
 +
𝜌𝑝(𝜒)
𝜒 𝜒
 
(3.2.17) 
με τισ ςυναρτιςεισ 𝑟𝑝(𝜒) και 𝜌𝑝(𝜒) φραγμζνεσ για 𝜒 → ∞. 
Εκτόσ από τον τφπο (3.2.15) , είναι χριςιμο να βροφμε και τον τφπο του 𝑧′. Με 
αντικατάςταςθ των (3.2.12) και (3.2.13) με δ και α , ςτθν (3.2.6) ζχουμε: 
𝑧′ = 𝐴(1 +
𝜉 𝜒 
𝜒
) cos(𝜒 + 𝜔 +
𝜂 𝜒 
𝜒
)  
Άρα (όπωσ μετατρζψαμε τθν (3.2.14) και μετά τθν (3.2.15)) 
𝑧′ = 𝛢 cos 𝜒 + 𝜔 +
𝑠(𝜒)
𝜒
        (3.2.18) 
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3.3 Οι ρίζεσ των ςυναρτήςεων Bessel 
 
Πρόταςη 1: Κάκε λφςθ τθσ εξίςωςθσ Bessel 𝐽𝑝 𝜒  , ζχει αρικμιςιμο πλικοσ κετικϊν 
ριηϊν. 
Απόδειξη: Από τθν ςχζςθ (3.2.15) ςυμπεραίνουμε αμζςωσ ότι θ εξίςωςθσ Bessel 
𝐽𝑝 𝜒  ζχει αρικμιςιμο πλικοσ κετικϊν ριηϊν, και οι ρίηεσ αυτζσ δεν διαφζρουν 
πολφ από τισ ρίηεσ τισ ςυνάρτθςθσ sin(𝜒 + 𝜔), 
𝛫𝑛 = 𝑛𝜋 − 𝜔 
όπου 𝑛 ακζραιοσ αρικμόσ. 
 
Πρόταςη 2: Μεταξφ δυο διαδοχικϊν κετικϊν ριηϊν τθσ ςυνάρτθςθσ 𝜒−𝑝𝐽𝑝 𝜒  
υπάρχει τουλάχιςτον μια κετικι ρίηα τθσ ςυνάρτθςθσ 𝜒−𝑝𝐽𝑝+1 𝜒 . 
Απόδειξη: Εφόςον οι ρίηεσ τθσ 𝐽𝑝 𝜒   δεν διαφζρουν πολφ από τισ ρίηεσ τισ 
ςυνάρτθςθσ  sin(𝜒 + 𝜔) κα δείξουμε αρχικά, πωσ για 𝑛 ≫ 0 υπάρχει μόνο μία ρίηα 
κοντά ςε κάκε 𝛫𝑛 . Από τθν (3.2.1) και τθν (3.2.2) οι ςυναρτιςεισ 𝑦 και 𝑧 ζχουν τισ 
ίδιεσ κετικζσ ρίηεσ, οπότε φκάνει αν αποδείξουμε μόνο για τθν ςυνάρτθςθ 𝑧 .Αν για 
𝑛 ≫ 0 , είχαμε δυο ρίηεσ τθσ ςυνάρτθςθσ 𝑧 κοντά ςτο ςθμείο  𝛫𝑛 , τότε από το 
κεϊρθμα Rolle θ ςυνάρτθςθ 𝑧′ ζχει ρίηα κοντά ςτο  𝑧𝑛 . Όμωσ από τθν ςχζςθ (3.2.18) 
αυτό δεν γίνεται, αφοφ κοντά ςτο ςθμείο  𝑧𝑛 = 𝑛𝜋 − 𝜔, θ τιμι του 𝑧′ κα είναι κοντά 
ςτο 𝛢 cos 𝑛𝜋 . Άρα για 𝑛 ≫ 0  , οι ρίηεσ τθσ ςυνάρτθςθσ 𝑦  είναι κοντά ςτουσ 
αρικμοφσ 𝛫𝑛  και υπάρχει μόνο μια ρίηα κοντά ςτο 𝛫𝑛 . Βλζπουμε ακόμθ πωσ οι ρίηεσ 
τθσ ςυνάρτθςθσ 𝑦 πλθςιάηουν τθν τιμι 𝜋 όςο απομακρυνόμαςτε από τθν αρχι. 
 
Σα πιο πάνω ιςχφουν και για τισ ςυναρτιςεισ 𝐽𝑝 𝜒  και 𝛶𝑝 𝜒 , και από τθν ςχζςθ 
(3.2.17) οι τιμζσ του 𝛫𝑛  είναι : 
𝛫𝑛 = 𝑛𝜋 +
𝑝𝜋
2
−
𝜋
4
  για τθν 𝐽𝑝 𝜒 , 
𝛫𝑛 = 𝑛𝜋 −
𝑝𝜋
2
+
𝜋
4
  για τθν 𝛶𝑝 𝜒 . 
Από τθν ςχζςθ (3.1.2) και το κεϊρθμα Rolle αποδεικνφεται ότι υπάρχει τουλάχιςτον 
μία κετικι ρίηα τθσ ςυνάρτθςθσ  𝜒−𝑝𝐽𝑝+1 𝜒  μεταξφ δυο διαδοχικϊν κετικϊν ριηϊν 
τθσ ςυνάρτθςθσ 𝜒−𝑝𝐽𝑝 𝜒 . Για παράδειγμα υπάρχει τουλάχιςτον μια κετικι ρίηα τθσ 
ςυνάρτθςθσ 𝐽𝑝+1 𝜒  μεταξφ δυο διαδοχικϊν κετικϊν ριηϊν τθσ ςυνάρτθςθσ 𝐽𝑝 𝜒  . 
Με αντικατάςταςθ του 𝑝 με 𝑝 + 1 ςτθν (3.1.1) παίρνουμε 
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𝑑
𝑑𝜒
 𝜒𝑝+1𝐽𝑝+1 𝜒  = 𝜒
𝑝+1𝐽𝑝 𝜒  
Βλζπουμε από τθν πιο πάνω ςχζςθ πωσ υπάρχει τουλάχιςτον μια ρίηα τθσ 
ςυνάρτθςθσ  𝐽𝑝 𝜒  μεταξφ δυο ςυνεχόμενων ριηϊν τθσ ςυνάρτθςθσ 𝐽𝑝+1 𝜒 , και οι 
ρίηεσ των ςυναρτιςεων αυτϊν χωρίηουν θ μία τθν άλλθ. Δθλαδι , μία και μόνο μία 
ρίηα τθσ ςυνάρτθςθσ  𝐽𝑝+1𝜒 εμφανίηεται μεταξφ δυο διαδοχικϊν ριηϊν τθσ  𝐽𝑝 𝜒 , 
και ακόμθ οι  𝐽𝑝 𝜒  και  𝐽𝑝+1 𝜒  δεν μποροφν να ζχουν τισ ίδιεσ ρίηεσ. 
Όςο αφορά τθν ςυνάρτθςθ 𝐽′𝑝 𝜒 , ςφμφωνα με το κεϊρθμα Rolle , υπάρχει 
τουλάχιςτον μια ρίηα τθσ ςυνάρτθςθσ  𝐽′𝑝 𝜒 , μεταξφ δυο διαδοχικϊν ριηϊν τθσ 
ςυνάρτθςθσ  𝐽𝑝 𝜒 . Άρα και θ ςυνάρτθςθ  𝐽′𝑝 𝜒  ζχει αρικμιςιμο πλικοσ ριηϊν. 
χ 
ΓΡΑΦHMA 3: Διαφορά τησ απόςταςησ των ριζών τησ ςυνάρτηςησ 𝒚 
.Πληςιάζουν την τιμθ 𝝅 όςο μεγαλώνει το 𝝌 
Τπολογιςμόσ με Mathematica: 
 𝑁[BesselJZero[0,1001] − BesselJZero[0,1000]] 
=3.1415926138211034 
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3.4 Παραμετρική Μορφή τησ εξίςωςησ Bessel 
Ζςτω 𝑦(𝜒) λφςθ τθσ εξίςωςθσ Bessel (1.1). Θεωροφμε τϊρα τθν ςυνάρτθςθ 𝑦(𝜆𝜒) 
και κζτουμε 𝜆𝜒 = 𝑡 . Εφόςον 
𝑡2
𝑑2𝑦
𝑑𝑡2
+ 𝑡
𝑑𝑦
𝑑𝑡
+  𝑡2 − 𝑝2 = 0       (3.4.1) 
αντικαταςτοφμε 
𝑑𝑦
𝑑𝑡
=
1
𝜆
𝑑𝑦
𝑑𝜒
     ,     
𝑑2𝑦
𝑑𝑡2
=
1
𝜆2
𝑑2𝑦
𝑑𝜒2
    ,     𝜆𝜒 = 𝑡 
ςτθν (3.4.1) : 
𝜒2
𝑑2𝑦
𝑑𝜒2
+ 𝜒
𝑑𝑦
𝑑𝜒
+  𝜆2𝜒2 − 𝑝2 𝑦 = 0 
Ζτςι, αν θ ςυνάρτθςθ 𝑦(𝜒) είναι λφςθ τθσ εξίςωςθσ Bessel (1.1), θ ςυνάρτθςθ 𝑦(𝜆𝜒) 
κα είναι λφςθ τθσ εξίςωςθσ 
𝜒2𝑦′′ + 𝜒𝑦′ +  𝜆2𝜒2 − 𝑝2 𝑦 = 0 
θ οποία λζγεται παραμετρικι μορφι τθσ εξίςωςθσ Bessel, με παράμετρο 𝜆. 
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3.5 Ορθογωνιότητα ςυναρτήςεων Bessel 
Ζςτω 𝜆 ≥ 0 και 𝜇 ≥ 0, και οι ςυναρτιςεισ 𝑦 = 𝐽𝑝 𝜆𝜒  και 𝑧 = 𝐽𝑝 𝜇𝜒  με 𝑝 > −1. Οι 
ςυναρτιςεισ αυτζσ ικανοποιοφν τισ εξιςϊςεισ: 
𝜒2𝑦′′ + 𝜒𝑦′ +  𝜆2𝜒2 − 𝑝2 𝑦 = 0 
𝜒2𝑧′′ + 𝜒𝑧′ +  𝜇2𝜒2 − 𝑝2 𝑧 = 0 
Αφοφ πολλαπλαςιάςουμε τθν πρϊτθ εξίςωςθ με z και τθν δεφτερθ εξίςωςθ με y τισ 
αφαιροφμε, οπότε: 
𝜒 𝑦𝑧′′ − 𝑧𝑦′′  +  𝑦𝑧′ − 𝑧𝑦′ =  𝜆2 − 𝜇2 𝜒𝑦𝑧 => 
𝜒 𝑦𝑧′ − 𝑧𝑦′ ′ +  𝑦𝑧′ − 𝑧𝑦′ =  𝜆2 − 𝜇2 𝜒𝑦𝑧 => 
[𝜒 𝑦𝑧′ − 𝑧𝑦′ ]′ =  𝜆2 − 𝜇2 𝜒𝑦𝑧       (3.5.1) 
Ολοκλθρϊνοντασ τϊρα τθν πιο πάνω εξίςωςθ ςτο διάςτθμα *0,1+ ζχουμε: 
[𝜒 𝑦𝑧′ − 𝑧𝑦′ ] 𝜒=1
𝜒=0
=   𝜆2 − 𝜇2 𝜒𝑦𝑧
1
0
      (3.5.2) 
ι 
 𝜒 𝑦𝑧′ − 𝑧𝑦′   
𝑥=1
=   𝜆2 − 𝜇2 𝜒𝑦𝑧
1
0
      (3.5.3) 
αφοφ  𝜒 𝑦𝑧′ − 𝑧𝑦′   
𝜒=0
= 0 
Για 𝜒 = 1 ζχουμε : 
 [𝑦]𝜒=1 = 𝐽𝑝 𝜆  και [𝑧]𝜒=1 = 𝐽𝑝 𝜇       
 𝑦′ =
𝑑
𝑑𝜒
𝐽𝑝 𝜆𝜒 = 𝜆𝐽
′
𝑝(𝜆𝜒)  και  
 𝑧′ =
𝑑
𝑑𝜒
𝐽𝑝 𝜇𝜒 = 𝜇𝐽
′
𝑝(𝜇𝜒)   
ζτςι ϊςτε: 
 [𝑦′]𝜒=1 = 𝜆𝐽′𝑝 𝜆  και [𝑧′]𝜒=1 = 𝜇𝐽′𝑝 𝜇    
Οπότε θ (3.5.3) ιςοφται με : 
𝜇𝐽𝑝 𝜆 𝐽′𝑝 𝜇 − 𝜆𝐽𝑝 𝜇 𝐽′𝑝 𝜆 =  𝜆
2 − 𝜇2  𝜒𝐽𝑝 𝜆𝜒 
1
0
𝐽𝑝 𝜇𝜒 𝑑𝜒   (3.5.4) 
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Ιςχφουν οι εξισ κανόνεσ: 
 Όταν 𝜆 ≠ 𝜇 ρίηεσ τθσ ςυνάρτθςθσ  𝐽𝑝 𝜆𝜒  και  𝐽𝑝 𝜇𝜒  αντίςτοιχα ιςχφει: 
 𝜒𝐽𝑝 𝜆𝜒 
1
0
𝐽𝑝 𝜇𝜒 𝑑𝜒 = 0       (3.5.5) 
και οι ςυναρτιςεισ  𝐽𝑝 𝜆𝜒  και  𝐽𝑝 𝜇𝜒  ορκογϊνιο ςφςτθμα ςτο διάςτθμα [0,1] ωσ 
προσ τθν ςυνάρτθςθ βάρουσ 𝑟 𝜒 = 𝜒 . 
 Όταν 𝜆 ≠ 𝜇 ρίηεσ τθσ ςυνάρτθςθσ  𝐽′𝑝 𝜒  ιςχφει: 
 𝜒𝐽𝑝 𝜆𝜒 
1
0
𝐽𝑝 𝜇𝜒 𝑑𝜒 = 0 
 Όταν 𝜆 = 𝜇 ρίηεσ τθσ ςυνάρτθςθσ  𝐽𝑝 𝜆𝜒  και  𝐽𝑝 𝜇𝜒  αντίςτοιχα ιςχφει: 
 𝜒𝐽2𝑝 𝜆𝜒 
1
0
𝑑𝜒 =
1
2
𝐽2𝑝+1 𝜆  
 
Τπολογιςμόσ του ολοκληρώματοσ  𝝌𝑱𝟐𝒑 𝝀𝝌 
𝟏
𝟎
𝒅𝝌  
Όταν 𝜆 ≠ 𝜇 ιςχφει θ εξίςωςθ : 
 𝜒𝐽𝑝 𝜆𝜒 
1
0
𝐽𝑝 𝜇𝜒 𝑑𝜒 =
𝜆𝐽𝑝 𝜇 𝐽′𝑝 𝜆 − 𝜇𝐽𝑝 𝜆 𝐽′𝑝 𝜇 
𝜇2 − 𝜆2
 
Όμωσ όταν 𝜇 → 𝜆 ζχουμε 
lim
𝜇→𝜆  
𝜆𝐽𝑝 𝜇 𝐽′𝑝 𝜆 − 𝜇𝐽𝑝 𝜆 𝐽′𝑝 𝜇 
𝜇2 − 𝜆2
=
0
0
 
Οπότε χρθςιμοποιϊντασ το κεϊρθμα L’Hospital και αφινοντασ το 𝜆 ςτακερό 
ζχουμε: 
lim
𝜇→𝜆  
𝜆𝐽′𝑝 𝜇 𝐽′𝑝 𝜆 − 𝜇𝐽𝑝 𝜆 𝐽′′𝑝 𝜇 − 𝐽𝑝 𝜆 𝐽′𝑝 𝜇 
2𝜇
 
=
𝜆𝐽′2𝑝 𝜆 − 𝜆𝐽𝑝 𝜆 𝐽′′𝑝 𝜆 − 𝐽𝑝 𝜆 𝐽′𝑝 𝜆 
2𝜆
 
=
1
2
 𝐽′2𝑝 𝜆 − 𝐽𝑝 𝜆 𝐽
′′
𝑝
 𝜆 −
𝐽𝑝 𝜆 𝐽
′
𝑝
 𝜆 
𝜆
 . 
Όμωσ θ 𝐽𝑝 𝜆  ικανοποιεί τθν εξίςωςθ Bessel 
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𝜆2𝐽′′𝑝(𝜆) + 𝜆𝐽′𝑝(𝜆) + (𝜆
2 − 𝑝2)𝐽𝑝(𝜆) = 0 
οπότε 
−𝐽𝑝 𝜆 𝐽
′′
𝑝
 𝜆 −
𝐽𝑝 𝜆 𝐽
′
𝑝
 𝜆 
𝜆
=  1 −
𝑝2
𝜆2
 𝐽2𝑝(𝜆) 
καταλιγοντασ ζτςι ςτθν ςχζςθ: 
 𝜒𝐽2𝑝 𝜆𝜒 
1
0
𝑑𝜒 =
1
2
 𝐽′2𝑝 𝜆 −  1 −
𝑝2
𝜆2
 𝐽2𝑝(𝜆)      (3.5.6) 
 
΢υμπεράςματα: 
 Αν 𝜆 ρίηα τθσ ςυνάρτθςθσ 𝐽𝑝 𝜆  ,τότε  
 𝜒𝐽2𝑝 𝜆𝜒 
1
0
𝑑𝜒 =
1
2
𝐽′ 2𝑝 𝜆  
ι με τθν χριςθ του 2ου αναγωγικοφ τφπου (όπου χ ζχουμε λ) 
 𝜒𝐽2𝑝 𝜆𝜒 
1
0
𝑑𝜒 =
1
2
𝐽2𝑝+1 𝜆         (3.5.6) 
 
 Αν 𝜆 ρίηα τθσ ςυνάρτθςθσ 𝐽′𝑝 𝜆  ,τότε  
 𝜒𝐽2𝑝 𝜆𝜒 
1
0
𝑑𝜒 =
1
2
 1 −
𝑝2
𝜆2
 𝐽2𝑝(𝜆)        (3.5.7) 
 
Όρια του ολοκληρώματοσ  𝝌𝑱𝟐𝒑 𝝀𝝌 
𝟏
𝟎
𝒅𝝌 
Χριςιμθ ανιςότθτα (για μεγάλα 𝝀): 
𝐾
𝜆
≤  𝜒𝐽2𝑝 𝜆𝜒 
1
0
𝑑𝜒 ≤
𝛭
𝜆
        (3.5.8) 
Κ>0 και Μ>0 ςτακερζσ. 
Ζχουμε: 
 𝜒𝐽2𝑝 𝜆𝜒 
1
0
𝑑𝜒 =
1
𝜆2
 𝑡𝐽2𝑝 𝑡 𝑑𝑡
𝜆
0
       (3.5.9) 
Όμωσ από τθν ςχζςθ (3.2.16) ζχουμε 
  𝐽𝑝(𝑡) ≤
2𝐴
 𝑡
 => 
33 
 
  𝑡𝐽2𝑝 𝑡 𝑑𝑡
𝜆
0
≤ 𝛭  𝑑𝑡 ≤ 𝛭𝜆
𝜆
0
 => 
 𝜒𝐽2𝑝 𝜆𝜒 
1
0
𝑑𝜒 ≤
1
𝜆2
𝛭𝜆 ≤
𝛭
𝜆
  
Επίςθσ από τθν ςχζςθ (3.2.16) ζχουμε 
𝑡𝐽2𝑝 𝑡 = (𝐴 sin 𝑡 + 𝜔 +
𝑟
𝑡
)2  
 = 𝐴2sin2 𝑡 + 𝜔 +
2Α𝑟sin (𝑡+𝜔)
𝑡
+
𝑟2
𝑡2
  
 ≥ 𝐴2sin2 𝑡 + 𝜔 −
𝐿
𝑡
   (L  ςτακερά) 
Άρα 
  𝑡𝐽2𝑝 𝑡 𝑑𝑡
𝜆
0
>  𝑡𝐽2𝑝 𝑡 𝑑𝑡 ≥
𝜆
𝜆0
 (𝐴2sin2 𝑡 + 𝜔 −
𝐿
𝑡
)𝑑𝑡
𝜆
𝜆0
 
=  𝐴2sin2 𝑡 + 𝜔 𝑑𝑡
𝜆
𝜆0
− 𝐿(ln 𝜆 − ln 𝜆0) ≥ 𝛫𝜆 => 
 𝜒𝐽2𝑝 𝜆𝜒 
1
0
𝑑𝜒 ≥
1
𝜆2
𝛫𝜆 ≥
𝐾
𝜆
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
34 
 
3.6 ΢ειρέσ Fourier-Bessel 
Ζςτω 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 , … οι κετικζσ ρίηεσ τθσ εξίςωςθσ 𝐽𝑝 𝜒 = 0 με 𝑝 > 1. Σότε οι 
ςυναρτιςεισ  
𝐽𝑝 𝜆1𝜒 , 𝐽𝑝 𝜆2𝜒 , … , 𝐽𝑝 𝜆𝑛𝜒 , …       (3.6.1) 
ορίηουν ζνα ορκογϊνιο ςφςτθμα ςτο διάςτθμα *0,1+ ,με ςυνάρτθςθ βάρουσ 
𝑟 𝜒 = 𝜒.  Για κάκε ςυνάρτθςθ 𝑓(𝜒)  που είναι απόλυτα ολοκλθρϊςιμθ ςτο 
διάςτθμα *0,1+, και με τθν ςχζςθ (3.6.1) ορίηουμε τισ ςειρζσ Bessel Fourier: 
𝑓 𝜒 ~𝑐1𝐽𝑝 𝜆1𝑥 + 𝑐2𝐽𝑝 𝜆2𝑥 + ⋯       (3.6.2) 
όπου  
𝑐𝑛 =
 𝜒𝑓  𝜒 
1
0 𝐽𝑝  𝜆𝑛𝜒 𝑑𝜒
 𝜒
1
0 𝐽𝑝
2 𝜆𝑛𝜒 𝑑𝜒
=
2
𝐽𝑝+1
2  𝜆𝑛  
 𝜒𝑓 𝜒 
1
0
𝐽𝑝 𝜆𝑛𝜒 𝑑𝜒    (3.6.3) 
ο ςυντελεςτισ τθσ ςειράσ Bessel-Fourier του 𝑓 𝜒  
Θεϊρθμα: 
Ζςτω θ ςυνάρτθςθ 𝑓 𝜒  τμθματικά λεία ςτο διάςτθμα *0,1+. Σότε θ ςυνάρτθςθ 
αναπτφςςεται ςε ςειρά Fourier-Bessel για 0 < 𝜒 < 1 και ιςχφει: 
 𝑐𝑛
∞
𝑛=1
𝐽𝑝 𝜆𝑛𝜒 =
𝑓 𝜒 + 0 − 𝑓(𝜒 − 0)
2
 
Οι ςειρζσ αυτζσ ςυγκλίνουν ςτο 0 για χ=1, και για χ=0  αν 𝑝 > 0. 
Παραδείγματα 
 Να αναπτυχκεί ςε ςειρά Fourier-Bessel θ ςυνάρτθςθ 𝑓 𝜒 = 𝜒𝑝 , 𝑝 ≥ −
1
2
, 
για 0 < 𝜒 < 1. 
 
 Ο ςυντελεςτισ τθσ ςειράσ κα ιςοφται με: 
𝑐𝑛 =
2
𝐽𝑝+1
2  𝜆𝑛 
 𝜒 ∗ 𝜒𝑝
1
0
𝐽𝑝 𝜆𝑛𝜒 𝑑𝜒 
όμωσ με 𝑡 = 𝜆𝑛𝜒 
 𝜒𝑝+1
1
0
𝐽𝑝 𝜆𝑛𝜒 𝑑𝜒 =  (
𝑡
𝜆𝑛
)𝑝+1
𝜆𝑛
0
𝐽𝑝 𝑡 
1
𝜆𝑛
𝑑𝑡 =
1
𝜆𝑛
𝑝+2  𝑡
𝑝+1𝐽𝑝 𝑡 𝑑𝑡
𝜆𝑛
0
  
όμωσ 
𝑑
𝑑𝑡
 𝑡𝑝+1𝐽𝑝+1 𝑡  = 𝑡
𝑝+1𝐽𝑝 𝑡  => 
 𝑡𝑝+1𝐽𝑝 𝑡 𝑑𝑡
𝜆𝑛
0
=  𝑡𝑝+1𝐽𝑝+1 𝑡  
𝑡=𝜆𝑛
𝑡=0
= 𝜆𝑛
𝑝+1𝐽𝑝+1 𝜆𝑛  => 
 𝜒𝑝+1
1
0
𝐽𝑝 𝜆𝑛𝜒 𝑑𝜒 =
1
𝜆𝑛
𝐽𝑝+1 𝜆𝑛   
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Άρα  
𝑐𝑛 =
2
𝐽𝑝+1
2  𝜆𝑛  
1
𝜆𝑛
𝐽𝑝+1 𝜆𝑛  => 
𝑐𝑛 =
2
𝜆𝑛 𝐽𝑝+1 𝜆𝑛  
  
Οπότε 
𝜒𝑝 = 2  
𝐽𝑝  𝜆1𝜒 
𝜆1𝐽𝑝+1 𝜆1 
+
𝐽𝑝  𝜆2𝜒 
𝜆2𝐽𝑝+1 𝜆2 
+ ⋯ = 2  
1
𝜆𝑛 𝐽𝑝+1 𝜆𝑛  
∞
𝑛=1 𝐽𝑝 𝜆𝑛𝜒   (𝑛 =
1,2, … ), 0 < 𝜒 < 1. 
 
 Να αναπτυχκεί ςε ςειρά Fourier-Bessel τάξεωσ 2 θ ςυνάρτθςθ 𝑓 𝜒 = 𝜒2, 
για 0 < 𝜒 < 1. 
 
 Όπωσ δείξαμε πιο πάνω μποροφμε αμζςωσ να δείξουμε πωσ θ ςειρά είναι  
𝜒2 = 2  
1
𝜆𝑛 𝐽3 𝜆𝑛  
∞
𝑛=1 𝐽2 𝜆𝑛𝜒  ,  0 < 𝜒 < 1. 
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3.7 Ολοκληρωτικέσ αναπαραςτάςεισ των ςυναρτήςεων Bessel 
Κάποια προβλιματα είναι ευκολότερα ςτθν επίλυςθ τουσ αν χρθςιμοποιιςουμε τισ 
ςυναρτιςεισ Bessel ςτθν ολοκλθρωτικι τουσ μορφι. Για να καταλιξουμε ςε μια 
ολοκλθρωτικι αναπαράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ Bessel κα εργαςτοφμε με τθν 
γεννιτρια ςυνάρτθςθ : 
𝑒
𝜒
2
 𝑡−
1
𝑡
 =  𝐽𝑝 𝑥 𝑡
𝑝
∞
𝑝=−∞
 
 Χρθςιμοποιϊντασ τϊρα τθν αντικατάςταςθ 𝑡 = 𝑒𝑖𝜃  ζχουμε : 
𝑒
𝜒
2
 𝑒 𝑖𝜃 −
1
𝑒𝑖𝜃
 
= 𝑒𝑖𝜒 sin 𝜃 =  𝐽𝑝 𝑥 𝑒
𝑖𝑝𝜃  
∞
𝑝=−∞
=  𝐽𝑝 𝑥  𝑒
𝑖𝑝𝜃 +  −1 p𝑒−𝑖𝑝𝜃  
∞
𝑝=0
= 𝐽0 𝑥 + 2 𝐽2 𝑥 cos 2𝜃 + 𝐽4 𝑥 cos 4𝜃 + ⋯ 
+ 2𝑖 𝐽1 𝜒 sin 𝜃 + 𝐽3 𝜒 sin 3𝜃 + ⋯  
Όμωσ  𝑒𝑖𝜒 sin 𝜃 = cos(𝜒 sin 𝜃) + 𝑖 sin χsin 𝜃  
Εξιςϊνοντασ τϊρα το πραγματικό και φανταςτικό μζροσ αντίςτοιχα ζχουμε : 
cos(𝜒 sin 𝜃) = 𝐽0 𝑥 + 2 𝐽2 𝑥 cos 2𝜃 + 𝐽4 𝑥 cos 4𝜃 + ⋯  
sin χsin 𝜃 = 2 𝐽1 𝜒 sin 𝜃 + 𝐽3 𝜒 sin 3𝜃 + ⋯ = 2  𝐽2𝑝+1(𝜒) cos( 2𝑝 + 1 𝜃)
∞
𝑝=0
 
Χρθςιμοποιϊντασ τθν ιδιότθτα τθσ ορκογονϊτθτασ των τριγωνομετρικϊν 
ςυναρτιςεων sin  και cos  : 
 cos 𝑝𝜃 cos 𝑚𝜃 𝑑𝜃
𝜋
𝑜
=
𝜋
2
𝛿𝑚𝑝  
 sin 𝑝𝜃 sin 𝑚𝜃 𝑑𝜃
𝜋
𝑜
=
𝜋
2
𝛿𝑚𝑝  
𝛿𝑚𝑝  
0, 𝑚 ≠ 𝑝
1, 𝑚 = 𝑝
   
Ζχουμε: 
1
𝜋
 cos 𝜒 sin 𝜃 𝜃 cos 𝑚𝜃 𝑑𝜃
𝜋
𝑜
=
1
𝜋
 (𝐽0 𝑥 + 2  𝐽2𝑝(𝜒) cos 2𝑝𝜃)
∞
𝑝=1
cos 𝑚𝜃 𝑑𝜃
𝜋
𝑜
 
=
2
𝜋
 𝐽2𝑝(𝜒)
∞
𝑝=1
 cos 2𝑝𝜃
𝜋
0
cos 𝑚𝜃𝑑𝜃 
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Οπότε για 𝑚 = 2𝑝 : 
1
𝜋
 cos 𝜒 sin 𝜃 𝜃 cos 𝑚𝜃 𝑑𝜃
𝜋
𝑜
= 𝐽2𝑝 𝜒  
ενϊ για 𝑚 = 2𝑝 + 1 : 
1
𝜋
 cos 𝜒 sin 𝜃 𝜃 cos 𝑚𝜃 𝑑𝜃
𝜋
𝑜
= 0 
Ομοίωσ ζχουμε : 
1
𝜋
 sin(𝜒 sin 𝜃)𝜃 cos 𝑚𝜃 𝑑𝜃
𝜋
𝑜
=
1
𝜋
 (2  𝐽2𝑝+1(𝜒) cos 2𝑝 + 1 𝜃)
∞
𝑝=1
cos 𝑚𝜃 𝑑𝜃
𝜋
𝑜
 
=
2
𝜋
 𝐽2𝑝+1(𝜒)
∞
𝑝=1
 cos( 2𝑝 + 1 𝜃)
𝜋
0
cos 𝑚𝜃 𝑑𝜃 
όπου για 𝑚 = 2𝑝 : 
1
𝜋
 sin(𝜒 sin 𝜃)𝜃 cos 𝑚𝜃 𝑑𝜃
𝜋
𝑜
= 0 
ενϊ για 𝑚 = 2𝑝 + 1 : 
1
𝜋
 sin(𝜒 sin 𝜃)𝜃 cos 𝑚𝜃 𝑑𝜃
𝜋
𝑜
= 𝐽2𝑝+1 𝜒  
Με πρόςκεςθ τϊρα των δφο πιο πάνω αποτελεςμάτων τθν δυο ολοκλθρωμάτων 
ζχουμε : 
𝐽𝑚  𝜒 =
1
𝜋
 cos 𝜒 sin 𝜃 − 𝑚𝜃 𝑑𝜃 , 𝑚
𝜋
𝑜
= 0,1,2, … 
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4.Σαλαντώςεισ κυκλικήσ μεμβράνησ 
4.1 Ακτινικέσ Σαλαντώςεισ κυκλικήσ μεμβράνησ 
Θεωροφμε τθν κυκλικι μεμβράνθ ακτίνασ  𝑙. Και με τθν χριςθ των Πολικϊν 
ςυντεταγμζνων 
𝜒 = 𝑟 cos 𝜃  𝜅𝛼𝜄 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 
i)  ςτθν εξίςωςθ ελεφκερθσ ταλάντωςθσ 
𝜕2𝑢
𝜕𝑡2
= 𝑐2(
𝜕2𝑢
𝜕𝜒2
+
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
)  
ζχουμε: 
𝜕2𝑢
𝜕𝑡2
= 𝑐2  
𝜕2𝑢
𝜕𝑟2
+
1
𝑟
𝜕𝑢
𝑑𝑟
+
1
𝑟2
𝜕2𝑢
𝜕𝜃2
 ,       (4.1.1) 
ii)  ςτθν εξίςωςθ εξαναγκαςμζνθσ ταλάντωςθσ 
𝜕2𝑢
𝜕𝑡2
= 𝑐2  
𝜕2𝑢
𝜕𝜒2
+
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
 +
𝐹(𝜒 ,𝑦 ,𝑡)
𝜌
  
ζχουμε: 
𝜕2𝑢
𝜕𝑡2
= 𝑐2  
𝜕2𝑢
𝜕𝑟2
+
1
𝑟
𝜕𝑢
𝑑𝑟
+
1
𝑟2
𝜕2𝑢
𝜕𝜃2
 +
𝐹(𝑟 ,𝜃 ,𝑡)
𝜌
      (4.1.2) 
Θα εργαςτοφμε με τθν πρϊτθ περίπτωςθ ελεφκερθσ ταλάντωςθσ κυκλικισ 
μεμβράνθσ (4.1.1) και κεωροφμε τθν αρχικι απομάκρυνςθ τθσ μεμβράνθσ 
ανεξάρτθτθσ του κ δθλαδι 𝑢 = 𝑢(𝑟, 𝑡).Ζτςι οι ταλαντϊςεισ κα είναι ακτινικζσ άρα θ 
(4.1.1) γίνεται: 
 
𝜕2𝑢
𝜕𝑡2
= 𝑐2  
𝜕2𝑢
𝜕𝑟2
+
1
𝑟
𝜕𝑢
𝑑𝑟
         (4.1.3) 
με ςυνοριακζσ ςυνκικεσ τθσ μορφισ: 
𝑢 𝑙, 𝑡 = 0          (4.1.4) 
και αρχικζσ ςυνκικεσ τθσ μορφισ: 
 𝑢 𝑟, 0 = 𝑓 𝑟  
𝜕𝑢 (𝑟 ,0)
𝑑𝑡
= 𝑔(𝑟)         (4.1.5) 
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Οπότε θ λφςθ τθσ (4.1.3) κα είναι τθσ μορφισ 
𝑢 𝑟, 𝑡 = 𝑅 𝑟 𝑇 𝑡   
θ οποία ικανοποιεί τθν ςυνκικθ (4.14). Παραγωγίηουμε τϊρα τθν πιο πάνω εξίςωςθ 
και αντικαταςτοφμε ςτθν (4.1.3): 
𝑅𝑇′′ = 𝑐2(𝑅′′ 𝑇 +
1
𝑟
𝑅′𝑇) => 
𝑅′′ +
1
𝑟
𝑅′
𝑅
=
𝑇 ′′
𝑐2𝑇
= −𝜆2 = 𝜍𝜏𝛼𝜃𝜀𝜌ά => 
𝑅′′ +
1
𝑟
𝑅′ + 𝜆2𝑅 = 0          (4.1.6) 
𝑇 ′′ + 𝑐2𝜆2𝑇 = 0         (4.1.7) 
 
Θ εξίςωςθ (4.1.6) είναι θ παραμετρικι μορφι τθσ εξίςωςθσ Bessel τάξθσ  𝑝 = 0, θ 
οποία ζχει γενικι λφςθ  
𝑅 𝑟 = 𝐶1𝐽0(𝜆𝑟) + 𝐶2𝑌0(𝜆𝑟)  
 
Όμωσ θ 𝑌0 δεν ορίηεται για 𝑟 = 0 οπότε 𝐶2 = 0, 𝐶1 ≠ 0 . Άρα από (4.1.4) 
𝐽0 𝜆𝑙 = 0 
και το 𝜇 = 𝜆𝑙 είναι λφςθ τθσ  𝐽0(𝜇). Με 𝐶1 = 1 παίρνουμε 
𝜆𝑛 =
𝜇𝑛
𝑙
 
𝑅𝑛 𝑟 = 𝐽0 𝜆𝑛𝑟 = 𝐽0  
𝜇𝑛 𝑟
𝑙
     (𝑛 = 1,2, … )        (4.1.8) 
(𝜇𝑛 = 𝜆𝑛 𝑙   𝜂   𝑛 − 𝜊𝜍𝜏𝜂 𝜌ί𝜁𝛼 𝜏𝜂𝜎 𝐽0(𝜇) ) 
Σϊρα για   𝜆 = 𝜆𝑛  θ (4.1.7) ζχει λφςθ: 
𝑇𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛 cos 𝑐𝜆𝑛𝑡 + 𝐵𝑛 sin 𝑐 𝜆𝑛 𝑡  (𝑛 = 1,2, … ) 
Οπότε μια πιο ςυγκεκριμζνθ λφςθ τθσ (4.1.3) κα είναι τθσ μορφισ: 
𝑢𝑛 𝑡 = (𝐴𝑛 cos 𝑐𝜆𝑛𝑡 + 𝐵𝑛 sin 𝑐 𝜆𝑛 𝑡) 𝐽0 𝜆𝑛𝑟  (𝑛 = 1,2, … )  (4.1.9) 
που ικανοποιεί τθν ςυνκικθ (4.1.4). Για τθν εφρεςθ λφςθσ που κα ικανοποιεί και τισ 
αρχικζσ ςυνκικεσ (4.1.5) γράφουμε: 
𝑢 𝑟, 𝑡 =  (𝐴𝑛 cos 𝑐𝜆𝑛𝑡 + 𝐵𝑛 sin 𝑐 𝜆𝑛 𝑡) 𝐽0 𝜆𝑛𝑟 
∞
𝑛=1     (4.1.10) 
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με τθν αναγκαία ςυνκικθ να ιςχφει: 
𝑢 𝑟, 0 =  𝐴𝑛  𝐽0 𝜆𝑛𝑟 
∞
𝑛=1
= 𝑓(𝑟) 
𝜕𝑢 (𝑟 ,0)
𝑑𝑡
= [ (−𝐴𝑛 𝑐𝜆𝑛sin 𝑐𝜆𝑛𝑡 +𝐵𝑛 𝑐𝜆𝑛cos 𝑐𝜆𝑛𝑡) 𝐽0 𝜆𝑛𝑟 ]
 
𝑡=0
∞
𝑛=1 =   
=  𝐵𝑛𝑐𝜆𝑛  𝐽0 𝜆𝑛𝑟 
∞
𝑛=1
= 𝑔(𝑟) 
 
Τπολογιςμόσ ςυντελεςτϊν Fourier των 𝑓(𝑟) και 𝑔(𝑟): 
𝐴𝑛 =
2
𝑙2𝐽1
2(𝜇𝑛 )
 𝑟𝑓(𝑟)
𝑙
0
𝐽0 𝜆𝑛𝑟 𝑑𝑟       (4.1.11) 
𝐵𝑛  𝑐𝜆𝑛 =
2
𝑙2𝐽1
2(𝜇𝑛 )
 𝑟𝑔(𝑟)
𝑙
0
𝐽0 𝜆𝑛𝑟 𝑑𝑟 => 
𝐵𝑛 =
2
𝑐𝜆𝑛 𝑙2𝐽1
2(𝜇𝑛 )
 𝑟𝑔(𝑟)
𝑙
0
𝐽0 𝜆𝑛𝑟 𝑑𝑟       (4.1.12) 
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4.2 Σαλαντώςεισ κυκλικήσ μεμβράνησ (Γενική Περίπτωςη) 
Ζχουμε το πρόβλθμα ελεφκερθσ ταλάντωςθσ κυκλικισ μεμβράνθσ ακτίνασ 𝑙: 
𝜕2𝑢
𝜕𝑡2
= 𝑐2  
𝜕2𝑢
𝜕𝑟2
+
1
𝑟
𝜕𝑢
𝑑𝑟
+
1
𝑟2
𝜕2𝑢
𝜕𝜃2
        (4.2.1) 
με ςυνοριακζσ ςυνκικεσ: 
𝑢 𝑙, 𝜃, 𝑡 = 0          (4.2.2) 
και αρχικζσ ςυνκικεσ: 
𝑢 𝑟, 𝜃, 0 = 𝑓 𝑟, 𝜃            
𝜕𝑢 𝑟 ,𝜃 ,0 
𝜕𝑡
= 𝑔(𝑟, 𝜃)         (4.2.3) 
 
Ψάχνουμε λφςθ τθσ μορφισ: 
𝑢 𝑟, 𝜃, 𝑡 = 𝛷 𝑟, 𝜃 𝑇(𝑡) 
θ οποία ικανοποιεί τθν ςυνκικθ (4.2.2) 
Αντικαταςτοφμε τθν πιο πάνω ςχζςθ ςτθν (4.2.1) : 
𝛷𝑇′′ = 𝑐2  
𝜕2𝛷
𝜕𝑟2
+
1
𝑟
𝜕𝛷
𝑑𝑟
+
1
𝑟2
𝜕2𝛷
𝜕𝜃2
 𝛵 => 
𝛵 ′′
𝑐2𝑇
=
𝜕2𝛷
𝜕𝑟2
+
1
𝑟
𝜕𝛷
𝑑𝑟
+
1
𝑟2
𝜕2𝛷
𝜕𝜃2
𝛷
= −𝜆2 = 𝜍𝜏𝛼𝜃𝜀𝜌ά  
Οπότε 
𝜕2𝛷
𝜕𝑟2
+
1
𝑟
𝜕𝛷
𝑑𝑟
+
1
𝑟2
𝜕2𝛷
𝜕𝜃2
= −𝜆2𝛷        (4.2.4) 
𝛵 ′′ + 𝑐2𝜆2𝛵 = 0         (4.2.5) 
με 
𝛷 𝑙, 𝜃 =0          (4.2.6) 
ϊςτε να ιςχφει θ ςυνκικθ (4.2.2). 
Ζχουμε τϊρα το ςυνοριακό πρόβλθμα (4.2.4) , που ικανοποιεί τθν (4.2.6) οπότε θ 
λφςθ που κζλουμε κα είναι τθσ μορφισ: 
𝛷 𝑟, 𝜃 = 𝑅 𝑟 𝐹(𝜃)         (4.2.7) 
Με αντικατάςταςθ τϊρα ςτθν (4.2.4) παίρνουμε: 
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𝑅′′ 𝐹 +
1
𝑟
𝑅′𝐹 +
1
𝑟2
𝑅𝐹′′ = −𝜆2𝑅𝐹 => 
𝑅′′ 𝐹 +
1
𝑟
𝑅′𝐹 + 𝜆2𝑅𝐹 =-
1
𝑟2
𝑅𝐹′′ => 
−(𝑅′′ +
1
𝑟
𝑅′ + 𝜆2𝑅)
𝑟2
𝑅
=
𝐹′′
𝐹
= −𝜈2 = 𝜍𝜏𝛼𝜃𝜀𝜌ά  
Οπότε 
𝑟2𝑅′′ + 𝑟𝑅′ + 𝑅 𝜆2𝑟2 − 𝜈2 = 0       (4.2.8) 
𝐹′′ + 𝜈2𝐹 = 0         (4.2.9) 
Οι λφςεισ τθσ (4.2.9) είναι: 
cos 𝑛𝜃 , sin 𝑛𝜃           (𝑛 = 𝑣 = 0,1,2, … )      (4.2.10) 
και θ (4.2.8) παίρνει τθν μορφι  
𝑟2𝑅′′ + 𝑟𝑅′ + 𝑅 𝜆2𝑟2 − 𝑛2 = 0  
θ οποία είναι θ παραμετρικι μορφι τθσ ςυνάρτθςθσ Bessel τάξθσ 𝑛 με γενικι λφςθ: 
𝑅 𝑟 = 𝐶1𝐽𝑛(𝜆𝑟) + 𝐶2𝑌𝑛(𝜆𝑟)  
και κζτουμε 𝐶2 = 0 αφοφ 𝑌𝑛(𝜆𝑟) → ∞ για 𝑟 → 0.  
Για 𝐶1 = 1 τότε από τθν ςυνκικθ (4.2.6) ζχουμε: 
𝑅 𝑙 = 𝐽𝑛 𝜆𝑙 = 0  
και εφόςον 𝜆𝑙 = 𝜇 λφςθ τθσ εξίςωςθσ 𝐽𝑛(𝜇) ζχουμε: 
𝜆𝑛𝑚 =
𝜇𝑛𝑚
𝜆
 , 
𝑅𝑛𝑚 =𝐽𝑛 𝜆𝑛𝑚 𝑟 = 𝐽𝑛  
𝜇𝑛𝑚 𝑟
𝑙
         (4.2.11) 
όπου   𝑚 = 1,2, …    και   𝑛 = 0,1,2, …  και 𝜇𝑛𝑚  θ 𝑛 − 𝜊𝜍𝜏ή  κετικι ρίηα τθσ 
ςυνάρτθςθσ 𝐽𝑛(𝜇). Οπότε το πρόβλθμα (4.2.4) με τθν ςυνοριακι ςυνκικθ (4.2.6) 
ζχει τισ ιδιοτιμζσ 𝜆𝑛𝑚  και τισ ιδιοςυναρτιςεισ : 
𝛷𝑛𝑚 (𝑟, 𝜃) = 𝐽𝑛 𝜆𝑛𝑚 𝑟 cos 𝑛𝜃  
𝛷𝑛𝑚
∗  𝑟, 𝜃 = 𝐽𝑛 𝜆𝑛𝑚 𝑟 sin 𝑛𝜃      με      (𝑚 = 1,2, …  και  𝑛 = 1,2, …) 
Για τθν εξίςωςθ (4.2.5) τϊρα, ζχουμε με αντικατάςταςθ 𝜆 = 𝜆𝑛𝑚 : 
𝑇𝑛𝑚 = 𝐴𝑛𝑚 cos 𝑐𝜆𝑛𝑚 𝑡 + 𝐵𝑛𝑚 sin 𝑐𝜆𝑛𝑚 𝑡 . 
Οπότε μια λφςθ τθσ (4.2.1) που ικανοποιεί τισ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ (4.2.2) είναι: 
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𝑢𝑛𝑚  𝑟, 𝜃, 𝑡 = (𝐴𝑛𝑚 cos 𝑐𝜆𝑛𝑚 𝑡 + 𝐵𝑛𝑚 sin 𝑐𝜆𝑛𝑚 𝑡) 𝐽𝑛 𝜆𝑛𝑚 𝑟 cos 𝑛𝜃 
με 𝑚 = 1,2, …  και  𝑛 = 0,1,2, … 
𝑢𝑛𝑚
∗  𝑟, 𝜃, 𝑡 = (𝐴𝑛𝑚
∗ cos 𝑐𝜆𝑛𝑚 𝑡 + 𝐵𝑛𝑚
∗ sin 𝑐𝜆𝑛𝑚 𝑡) 𝐽𝑛 𝜆𝑛𝑚 𝑟 sin 𝑛𝜃 
με  𝑚 = 1,2, …  και  𝑛 = 1,2, … 
Για τθν εφρεςθ λφςθσ που κα ικανοποιεί και τθν αρχικι ςυνκικθ (4.2.3) 
,καταςκευάηουμε τθν ςειρά: 
𝑢 𝑟, 𝜃, 𝑡 =   [(𝐴𝑛𝑚 cos 𝑐𝜆𝑛𝑚 𝑡 + 𝐵𝑛𝑚 sin 𝑐𝜆𝑛𝑚 𝑡)
∞
𝑚=1
∞
𝑛=0 cos 𝑛𝜃  
+(𝐴𝑛𝑚
∗ cos 𝑐𝜆𝑛𝑚 𝑡 + 𝐵𝑛𝑚
∗ sin 𝑐𝜆𝑛𝑚 𝑡) sin 𝑛𝜃]𝐽𝑛 𝜆𝑛𝑚 𝑟     (4.2.12) 
με αναγκαίεσ ςυνκικεσ: 
𝑢 𝑟, 𝜃, 0 =   (𝐴𝑛𝑚 cos 𝑛𝜃 + 𝐴𝑛𝑚
∗ sin 𝑛𝜃)∞𝑚=1
∞
𝑛=0 𝐽𝑛 𝜆𝑛𝑚 𝑟 = 𝑓(𝑟, 𝜃)  
𝜕𝑢 𝑟 ,𝜃 ,0 
𝜕𝑡
=  
{  [(−𝐴𝑛𝑚 𝑐𝜆𝑛𝑚 sin 𝑐𝜆𝑛𝑚 𝑡 + 𝐵𝑛𝑚 𝑐𝜆𝑛𝑚 cos 𝑐𝜆𝑛𝑚 𝑡)
∞
𝑚=1
∞
𝑛=0 cos 𝑛𝜃  
+(−𝐴𝑛𝑚
∗ 𝑐𝜆𝑛𝑚 sin 𝑐𝜆𝑛𝑚 𝑡 + 𝐵𝑛𝑚
∗ 𝑐𝜆𝑛𝑚 cos 𝑐𝜆𝑛𝑚 𝑡) sin 𝑛𝜃]𝐽𝑛 𝜆𝑛𝑚 𝑟 }
 
𝑡=0
  => 
𝜕𝑢 𝑟 ,𝜃 ,0 
𝜕𝑡
=    𝐵𝑛𝑚 𝑐𝜆𝑛𝑚 cos 𝑛𝜃 + 𝐵𝑛𝑚
∗ 𝑐𝜆𝑛𝑚 sin 𝑛𝜃 𝐽𝑛 𝜆𝑛𝑚 𝑟 =
∞
𝑚=1
∞
𝑛=0   
= 𝑔(𝑟, 𝜃)  
(4.2.13) 
Εφρεςη ςυντελεςτών 
Ζςτω θ ςειρά: 
𝑓 𝑟, 𝜃 =  [𝑓𝑛(𝑟) cos 𝑛𝜃 + 𝑓𝑛
∗(𝑟) sin 𝑛𝜃]∞𝑛=0      (4.2.14) 
όπου: 
𝑓0 𝑟 =
1
2𝜋
 𝑓 𝑟, 𝜃 𝑑𝜃
𝜋
−𝜋
  
𝑓𝑛 𝑟 =
1
𝜋
 𝑓 𝑟, 𝜃 cos 𝑛𝜃 𝑑𝜃
𝜋
−𝜋
  
𝑓𝑛
∗ 𝑟 =
1
𝜋
 𝑓 𝑟, 𝜃 sin 𝑛𝜃 𝑑𝜃
𝜋
−𝜋
       (4.2.15) 
Αναπτφςςουμε τθν 𝑓 𝑟, 𝜃  ςε τριγωνομετρικι ςειρά Fourier ωσ προσ τθν μεταβλθτι 
κ , και μετά αναπτφςςουμε τισ ςυναρτιςεισ 𝑓𝑛 𝑟  και 𝑓𝑛
∗ 𝑟  ςε ςειρζσ Fourier ωσ 
προσ το ςφςτθμα 𝐽𝑛 𝜆𝑛𝑚 𝑟  . Καταλιγουμε ζτςι ςτισ ςυναρτιςεισ: 
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𝑓𝑛 𝑟 =  𝐶𝑛𝑚 𝐽𝑛 𝜆𝑛𝑚 𝑟  
∞
𝑚=1   
𝑓𝑛
∗ 𝑟 =  𝐶𝑛𝑚
∗ 𝐽𝑛 𝜆𝑛𝑚 𝑟 
∞
𝑚=1   
όπου 
𝐶𝑛𝑚 =
2
𝑙2𝐽𝑛+1
2 (𝜇𝑛𝑚 )
 𝑟
𝑙
𝑜
𝑓𝑛 𝑟 𝐽𝑛 𝜆𝑛𝑚 𝑟 𝑑𝑟  
𝐶𝑛𝑚
∗ =
2
𝑙2𝐽𝑛+1
2 (𝜇𝑛𝑚 )
 𝑟𝑓𝑛
∗ 𝑟 
𝑙
𝑜
𝐽𝑛 𝜆𝑛𝑚 𝑟 𝑑𝑟  
(4.2.16) 
Με αντικατάςταςθ τθσ (4.2.16) ςτθν (4.2.14) ζχουμε: 
𝑓 𝑟, 𝜃 =   (𝐶𝑛𝑚 cos 𝑛𝜃 + 𝐶𝑛𝑚
∗ sin 𝑛𝜃)𝐽𝑛 𝜆𝑛𝑚 𝑟 
∞
𝑚=1
∞
𝑛=0   
Οπότε ςυγκρίνοντασ τθν πιο πάνω εξίςωςθ με τισ ςχζςεισ (4.2.13) και με τθν 
βοικεια των (4.2.15), (4.2.16) ζχουμε: 
𝐴0𝑚 = 𝐶0𝑚 =
1
𝜋𝑙2𝐽1
2(𝜇0𝑚 )
 𝑑𝑟  𝑟𝑓 𝑟, 𝜃 𝐽0(
𝜋
−𝜋
𝑙
𝑜
𝜆0𝑚𝑟)𝑑𝜃  
𝐴𝑛𝑚 = 𝐶𝑛𝑚 =
2
𝜋𝑙2𝐽𝑛+1
2 (𝜇𝑛𝑚 )
 𝑑𝑟  𝑟𝑓 𝑟, 𝜃 
𝜋
−𝜋
𝑙
𝑜
cos 𝑛𝜃 𝐽𝑛 𝜆𝑛𝑚 𝑟 𝑑𝜃  
𝐴𝑛𝑚
∗ = 𝐶𝑛𝑚
∗ =
2
𝜋𝑙2𝐽𝑛+1
2 (𝜇𝑛𝑚 )
 𝑑𝑟  𝑟
𝜋
−𝜋
𝑙
𝑜
𝑓 𝑟, 𝜃 sin 𝑛𝜃 𝐽𝑛 𝜆𝑛𝑚 𝑟 𝑑𝜃  
𝑛 = 1,2, …𝜅𝛼𝜄 𝑚 = 1,2, …        (4.2.17) 
𝐵0𝑚𝑐𝜆0𝑚 =
1
𝜋𝑙2𝐽1
2(𝜇0𝑚 )
 𝑑𝑟  𝑟𝑔 𝑟, 𝜃 𝐽0(𝜆0𝑚𝑟)𝑑𝜃 
𝜋
−𝜋
𝑙
𝑜
  
𝐵𝑛𝑚 𝑐𝜆𝑛𝑚 =
2
𝜋𝑙2𝐽𝑛+1
2 (𝜇𝑛𝑚 )
 𝑑𝑟  𝑟𝑔 𝑟, 𝜃 
𝜋
−𝜋
𝑙
𝑜
cos 𝑛𝜃 𝐽𝑛 𝜆𝑛𝑚 𝑟 𝑑𝜃  
𝐵𝑛𝑚
∗ 𝑐𝜆𝑛𝑚 =
2
𝜋𝑙2𝐽𝑛+1
2 (𝜇𝑛𝑚 )
 𝑑𝑟  𝑟
𝜋
−𝜋
𝑙
𝑜
𝑔 𝑟, 𝜃 sin 𝑛𝜃 𝐽𝑛 𝜆𝑛𝑚 𝑟 𝑑𝜃  
𝑛 = 1,2, …𝜅𝛼𝜄 𝑚 = 1,2, …        (4.2.18) 
Ζτςι θ λφςθ του προβλιματόσ μασ δίνεται από τθν ςχζςθ (4.2.12) και θ εφρεςθ των 
ςυντελεςτϊν τθσ δίνεται από τισ ςχζςεισ (4.2.17) και (4.2.18) 
 
Παράδειγμα: 
Να λυκεί το πρόβλθμα ταλάντωςθσ μεμβράνθσ με 𝑎 = 𝑙 = 1 και αρχικζσ ςυνκικεσ: 
𝑓 𝑟, 𝜃 = 1 − 𝑟4 𝜅𝛼𝜄 𝑔 𝑟, 𝜃 = 0 
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Λφςη: 
Επειδι 𝑔 𝑟, 𝜃 = 0 ςυμπεραίνουμε αμζςωσ πωσ 𝐴𝑛𝑚
∗ = 𝐵𝑛𝑚
∗ = 0 για κάκε m και n. 
Ακόμθ 𝑓 𝑟, 𝜃 = 𝑓(𝑟) άρα κα ζχουμε μόνο ακτινικι ταλάντωςθ. ΢υνεχίηουμε με τθν 
εφρεςθ των ςυντελεςτϊν: 
𝐴𝑛𝑚 =
2
𝜋𝐽𝑛+1
2 (𝜇𝑛𝑚 )
 𝑑𝑟  𝑟𝑓 𝑟, 𝜃 
𝜋
−𝜋
1
𝑜
cos 𝑛𝜃 𝐽𝑛 𝜆𝑛𝑚 𝑟 𝑑𝜃 => 
𝐴𝑛𝑚 =
2
𝜋𝐽𝑛+1
2 (𝜇𝑛𝑚 )
 𝑟𝑓 𝑟, 𝜃 𝐽𝑛 𝜆𝑛𝑚 𝑟 𝑑𝑟  cos 𝑛𝜃
𝜋
−𝜋
1
𝑜
𝑑𝜃  
Όμωσ το ολοκλιρωμα   cos 𝑛𝜃
𝜋
−𝜋
𝑑𝜃 =  cos 𝑛𝜃 = 0
2𝜋
0
 , 
Άρα 𝐴𝑛𝑚 = 0 όπωσ και 𝐵𝑛𝑚 = 0. 
𝐴0𝑚 =
1
𝜋𝐽1
2(𝜇0𝑚 )
 𝑑𝑟  𝑟𝑓 𝑟, 𝜃 𝐽0(
2𝜋
0
1
𝑜
𝜆0𝑚𝑟)𝑑𝜃 => 
𝐴0𝑚 =
2𝜋
𝜋𝐽1
2(𝜇0𝑚 )
 𝑟 1 − 𝑟4 𝐽0(
1
𝑜
𝜆0𝑚𝑟)𝑑𝑟 => 
με αντικατάςταςθ 𝜒 = 𝜆0𝑚𝑟 
𝐴0𝑚 =
2
𝐽1
2(𝜇0𝑚 )
 
𝜒
𝜆0𝑚
 1 −
𝜒4
𝜆0𝑚
4  𝐽0(
𝜆0𝑚
𝑜
𝜒)
𝑑𝜒
𝜆0𝑚
=  
=
2
𝜆0𝑚
2 𝐽1
2(𝜇0𝑚 )
 𝜒  1 −
𝜒4
𝜆0𝑚
4  𝐽0(
𝜆0𝑚
𝑜
𝜒)𝑑𝜒 => 
𝐴0𝑚 =
2
𝜆0𝑚
2 𝐽1
2(𝜇0𝑚 )
{ 𝜒𝐽0
𝜆0𝑚
𝑜
(𝜒)𝑑𝜒 −
1
𝜆0𝑚
4  𝜒
5𝐽0 𝜒 𝑑𝜒
𝜆0𝑚
𝑜
}  
Για τον υπολογιςμό των ολοκλθρωμάτων χρθςιμοποιοφμε τισ ιδιότθτεσ των 
ςυναρτιςεων Bessel. Από τθν πρϊτθ ιδιότθτα γνωρίηουμε πωσ: 
𝛼𝜈 𝜈 = 𝜒𝑝𝐽𝑝 𝜒  𝜏ό𝜏𝜀 𝑑𝑣 = 𝜒
𝑝𝐽𝑝−1 𝜒  , άρα με p=0 ζχουμε τθν περίπτωςθ του 
πρϊτου ολοκλθρϊματοσ => 
 𝜒𝐽0
𝜆0𝑚
𝑜
 𝜒 𝑑𝜒 = 𝜒𝐽1 𝜒  
𝜆0𝑚
0
= 𝜆0𝑚 𝐽1(𝜆0𝑚)    
Τπολογίηουμε τϊρα το ολοκλιρωμα  𝜒5𝐽0 𝜒 𝑑𝜒
𝜆0𝑚
𝑜
 , με τον υπολογιςμό πρϊτα 
του γενικευμζνου ολοκλθρϊματοσ  𝜒𝑝+5𝐽𝑝 𝜒 𝑑𝜒 : 
 𝜒𝑝+5𝐽𝑝 𝜒 𝑑𝜒 =  𝜒
4𝜒𝑝+1𝐽𝑝 𝜒 𝑑𝜒 = 𝜒
4𝜒𝑝+1𝐽𝑝+1 𝜒 −  𝜒
𝑝+1𝐽𝑝+1 𝜒 𝑑𝜒
4 =  
= 𝜒𝑝+5𝐽𝑝+1 𝜒 − 4  𝜒
3𝜒𝑝+1𝐽𝑝+1 𝜒 𝑑 𝜒 = 𝜒
𝑝+5𝐽𝑝+1 𝜒 − 4  𝜒
𝑝+4𝐽𝑝+1 𝜒 𝑑 𝜒  
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Παρόμοια : 
 𝜒𝑝+4𝐽𝑝+1 𝜒 𝑑 𝜒 = 𝜒
𝑝+4𝐽𝑝+2 𝜒 −  𝜒
𝑝+3𝐽𝑝+2 𝜒 𝑑 𝜒
2 =  
= 𝜒𝑝+4𝐽𝑝+2 𝜒 − 2  𝜒
𝑝+3𝐽𝑝+2 𝜒 𝑑 𝜒 => 
 𝜒𝑝+5𝐽𝑝 𝜒 𝑑𝜒 = 𝜒
𝑝+5𝐽𝑝+1 𝜒 − 4(𝜒
𝑝+4𝐽𝑝+2 𝜒 − 2  𝜒
𝑝+3𝐽𝑝+2 𝜒 𝑑 𝜒)=> 
  𝜒𝑝+5𝐽𝑝 𝜒 𝑑𝜒 = 𝜒
𝑝+5𝐽𝑝+1 𝜒 − 4𝜒
𝑝+4𝐽𝑝+2 𝜒 + 8  𝜒
𝑝+3𝐽𝑝+2 𝜒 𝑑 𝜒 = 
= 𝜒𝑝+5𝐽𝑝+1 𝜒 − 4𝜒
𝑝+4𝐽𝑝+2 𝜒 + 8𝜒
𝑝+3𝐽𝑝+3 𝜒 + 𝐾  
Άρα το δεφτερο μασ ολοκλιρωμα κα ιςοφται με : 
 𝜒5𝐽0 𝜒 𝑑𝜒
𝜆0𝑚
𝑜
= [𝜒5𝐽1 𝜒 − 4𝜒
4𝐽2 𝜒 + 8𝜒
3𝐽3 𝜒 ] 
𝜆0𝑚
0
 =   
= 𝜆0𝑚
5𝐽1 𝜆0𝑚 − 4𝜆0𝑚
4𝐽2 𝜆0𝑚 + 8𝜆0𝑚
3𝐽3 𝜆0𝑚   
 
Τπολογίηουμε τϊρα : 
 𝜒𝐽0
𝜆0𝑚
𝑜
 𝜒 𝑑𝜒 −
1
𝜆0𝑚
4  𝜒
5𝐽0 𝜒 𝑑𝜒
𝜆0𝑚
𝑜
= 𝜆0𝑚 𝐽1(𝜆0𝑚) − 𝜆0𝑚 𝐽1(𝜆0𝑚) + 4𝐽2 𝜆0𝑚 −
8𝜆0𝑚
−1𝐽3 𝜆0𝑚  => 
 𝜒𝐽0
𝜆0𝑚
𝑜
 𝜒 𝑑𝜒 −
1
𝜆0𝑚
4  𝜒
5𝐽0 𝜒 𝑑𝜒
𝜆0𝑚
𝑜
= 4𝐽2 𝜆0𝑚 − 8𝜆0𝑚
−1𝐽3 𝜆0𝑚   
 
Και ζτςι ο ςυντελεςτισ 𝐴0𝑚  κα ιςοφται με: 
𝐴0𝑚 =
2
𝜆0𝑚
2 𝐽1
2 𝜇0𝑚  
 4𝐽2 𝜆0𝑚 − 8𝜆0𝑚
−1𝐽3 𝜆0𝑚   => 
𝐴0𝑚 =
8𝐽2 𝜆0𝑚  −2𝐽3 𝜆0𝑚  
𝜆0𝑚
3 𝐽1
2 𝜇0𝑚  
  . 
 
Καταλιγουμε ζτςι ςτθν λφςθ του προβλιματοσ: 
𝑢 𝑟, 𝜃, 𝑡 =  
8𝐽2 𝜆0𝑚  −2𝐽3 𝜆0𝑚  
𝜆0𝑚
3 𝐽1
2 𝜇0𝑚  
∞
𝑚=1 𝐽0 𝜆0𝑚𝑟 cos 𝜆0𝑚𝑡 .  
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Εφαρμογή ςτην Mathematica: 
lam[m_]: = BesselJZero[0, 𝑚] 
𝑢 r_, th_, t_ : = Sum[(8 ∗ BesselJ[2, lam[𝑚]] − 2 ∗ BesselJ[3, lam[𝑚]])
∗ BesselJ[0, lam[𝑚] ∗ 𝑟] ∗ Cos[lam[𝑚]
∗ 𝑡]/(lam[𝑚])^3/(BesselJ[1, lam[𝑚]])^2, {𝑚, 1,10}] 
cylinderPlot3D[f_, {rMin_, rMax_}, {tMin_, tMax_}, opts___] ∶
= ParametricPlot3D[{𝑟Cos[𝑡], 𝑟Sin[𝑡], 𝑓[𝑟, 𝑡]}, {𝑟, rMin, rMax}, {𝑡, tMin, tMax}, opts] 
𝑘[r_, th_] = 𝑢[𝑟, th, 1] 
cylinderPlot3D[𝑘, {0,1}, {0,2Pi}, Mesh → None, Boxed → False] 
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5.ΑΛΛΕ΢ ΕΥΑΡΜΟΓΕ΢ ΣΩΝ 
΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΕΩΝ BESSEL 
 
Οι ςυναρτιςεισ Bessel  εμφανίηονται κυρίωσ ςε προβλιματα που χρειάηονται 
εφρεςθ διάφορων λφςεων των εξιςϊςεων Laplace και των εξιςϊςεων Helmholtz ςε 
κυλινδρικζσ ι ςφαιρικζσ ςυντεταγμζνεσ . Σζτοιου είδουσ προβλιματα είναι για 
παράδειγμα : 
1. Θερμικι αγωγιμότθτα ςε κυλινδρικό αντικείμενο 
2. Προβλιματα διάχυςθσ ςε πλζγμα 
3. Εφρεςθ ςυχνότθτασ εξαρτϊμενθσ από τθν τριβι ςε  κυκλικό αγωγό  
4. Προβλιματα δυναμικισ ςωμάτων που επιπλζουν 
5. Προβλιματα ακουςτικισ φυςικισ 
6. Προβλιματα ατομικισ και πυρθνικισ φυςικισ 
Οι ςυναρτιςεισ Bessel εμφανίηονται ςε αρκετά προβλιματα, αλλά μια από τισ 
πρϊτεσ εμφανίςεισ των ςυναρτιςεων Bessel ιταν το 1732 όταν ο Daniel Bernoulli 
ζλυςε το πρόβλθμα ταλάντωςθσ μια κρεμάμενθσ βαριάσ αλυςίδασ . 
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5.1 Βαριά αλυςίδα 
Ζςτω ζχουμε μια αλυςίδα, μικουσ L και γραμμικισ πυκνότθτασ p, θ οποία 
κεωροφμε πωσ κινείται μόνο ςε μια κατεφκυνςθ και με αφετθρία τθν κζςθ χ=0 και 
αρχικι ταχφτθτα 0 (ακίνθτθ). Σότε θ απόκλιςθ τθσ αλυςίδασ από τθν κζςθ 
ιςορροπίασ κα ικανοποιεί τθν εξίςωςθ: 
𝑑2𝜒
𝑑𝑡2
= 𝑔(𝜒
𝑑2𝑢
𝑑𝜒2
+
𝑑𝑢
𝑑𝜒
)        (5.1) 
𝑢  
𝜒 = 𝐿
 = 0 
΢τθν ςυνζχεια εφαρμόηουμε τθν μζκοδο των χωριηόμενων μεταβλθτϊν: 
𝑢 = 𝛸 𝜒 𝑇 𝑡  
με 
𝑢𝜒 = 𝑇 𝑡 𝛸
′ 𝜒  
𝑢𝜒𝜒 = 𝑇 𝑡 𝛸
′′  𝜒  
𝑢𝑡𝑡 = 𝛸 𝜒 𝑇 (𝑡) 
 
Με αντικατάςταςθ ςτθν (5.1) ζχουμε : 
𝛸 𝜒 𝑇  𝑡 = 𝑔𝜒𝑇 𝑡 𝛸′′  𝜒 + 𝑔𝑇 𝑡 𝛸′ 𝜒  
=>  
𝑇 (𝑡)
𝑇(𝑡)
=
𝑔𝜒𝛸′′  𝜒 + 𝑔𝛸′(𝜒)
𝛸(𝜒)
 
με ςυνάρτθςθ χρόνου 𝑇 𝑡 = cos(𝜔𝑡 + 𝜑) 
οπότε καταλιγουμε ςτθν εξίςωςθ : 
𝜒𝛸′′  𝜒 + 𝛸′ 𝜒 +
𝜔2
𝑔
𝛸 𝜒 = 0       (5.2) 
Με ςυνοριακζσ ςυνκικεσ 
𝛸 𝐿 = 0   𝛸(0) < ∞ 
 
Για να καταλιξουμε τϊρα ςε μια εξίςωςθ τθσ μορφισ Bessel κα χρθςιμοποιιςουμε 
τθν αντικατάςταςθ : 
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𝑦 = 2𝜔 
𝜒
𝑔
 
ςτθν εξίςωςθ (5.2), και καταλιγουμε ςε εξίςωςθ μορφισ Bessel: 
𝑑2𝜒
𝑑𝑦2
+
1
𝑦
𝑑𝜒
𝑑𝑦
+ 𝜒 = 0  
μθδενικισ τάξθσ (p=0) και με λφςθ : 
𝑢 = 𝐴𝐽0(2𝜔 
𝜒
𝑔
) 
 
Ζτςι θ αλυςίδα κα ταλαντϊνεται με τρόπο ϊςτε να ταυτίηεται ςτισ ςυχνότθτεσ που 
ταιριάηουν με τισ λφςεισ τθσ ςυγκεκριμζνθσ ςυνάρτθςθσ Bessel για το δοςμζνο 
μικοσ L. Οπότε θ χαρακτθριςτικι ςυχνότθτα 𝜔𝜅  παίρνει διακριτζσ τιμζσ (𝜔𝜅 , 𝜅 =
1,2, …∞) οι οποίεσ μποροφν να βρεκοφν από τισ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ : 
𝑢 𝐿 = 0 (𝜏𝜊 𝜋ά𝜈𝜔 ά𝜅𝜌𝜊𝜎 𝜏𝜂𝜎 𝛼𝜆𝜐𝜍ί𝛿𝛼𝜎 𝛿𝜀𝜈 𝜅𝜄𝜈𝜀ί𝜏𝛼𝜄)  𝐽0(2𝜔𝜅 
𝐿
𝑔
) = 0 
Οπότε: 
2𝜔𝜅 
𝐿
𝑔
= 𝛼𝑘
0   𝐽0 𝛼𝑘
0 = 0  𝜔𝜅 =
1
2
 
𝑔
𝐿
𝛼𝑘
0 
 
όπου 𝛼𝑘
0 οι λφςεισ των ςυναρτιςεων Bessel 𝐽0. 
Θ τελικι λφςθ του προβλιματοσ μασ είναι : 
𝑢 𝜒, 𝑡 = 𝐴𝐽0(2𝜔𝜅 
𝜒
𝑔
) cos(𝜔𝜅𝑡) 
 
Αν τϊρα θ αλυςίδα είχε αρχικό ςχιμα και κάποια αρχικι ταχφτθτα τότε κα 
είχαμε και αρχικζσ ςυνκικεσ  
𝑢 𝜒, 𝑜 = 𝑓 𝜒  
𝑢𝑡 𝜒, 0 = 𝑔 𝜒  
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